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1 Algorytmy i modele obliczen

1.1 Poje¢cia podstawowe

Pojeciem algorytm okre§la si¢ najczesciej pewien przepis (sposob
postepowania), ktory ma prowadzi¢ do rozwiazania okreslonego zadania.
Przyjmuje sig, ze przepis ten jest na tyle precyzyjny, ze postugiwanie si¢ nim
polega wylacznie na automatycznym wykonywaniu zawartych tam polecen.
Zaktada si¢ dalej, ze polecenia wystepujace w algorytmie sa wykonywalne, tzn.
dostgpne, a piszac algorytm wystarczy si¢ nimi jedynie postuzy¢. Zestaw
dostgpnych polecen zalezy od przyjetego modelu, w ktorym maja by¢
realizowane obliczenia, okreslanego jako model obliczen. Na rys.1.1 pokazano
znane z literatury przyktady modeli obliczen [1].

[ MODELE OBLICZEN ]
Maszyna ze swobodnym Maszyna ze swobodnym Maszyna Turinga
dostgpem do pamieci dostgpem do pamigci (elementarny model
(model RAM) i pamietanym programem obliczen)
(model RASP)

Rys.1.1 Przyktady modeli obliczen.

Wykonalno$¢ mozna rozpatrywac takze w odniesieniu do pewnego zbioru
obiektow i dostgpnych w nim pierwotnych operacji. Zbior taki nazywa si¢
dziedzing algorytmiczng [4].

Obok wykonalnosci, jako istotne dla algorytmow rozwaza si¢ takze pojecia
wejscia 1 wyjscia. Wejscie oznacza zwykle pewne dane pobierane przez
algorytm w celu ich przetworzenia, podczas gdy wyjscie odnosi si¢ do wyniku
dzialania algorytmu. Wazna wtasciwoscia wymagana od algorytmu jest jego
skoniczonosé¢, co oznacza, ze algorytm powinien zakonczy¢ swoje dziatanie po
wykonaniu skonczonej liczby operacji. Dla algorytméw obowiazuje takze
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okreslonosé, tzn. wymog, aby kazda operacja w algorytmie byta sformutowana
W sposob zapewniajacy jej jednoznaczna interpretacj¢. Zestawienie
wymienionych cech algorytmow pokazuje rys.1.2, a bardziej pelne ich
omowienie zawiera praca [7].

dochodzi do
punktu koncowego

T Rys.1.2 Cechy algorytméow.

Do podstawowych pytan pojawiajacych si¢ w trakcie teoretycznych badan nad
obliczeniami naleza m.in.:

e Jak dla okreslonego zadania znalez¢ efektywny algorytm?

e Jedli algorytm juz znaleziono, to jak porownac go z innymi, ktére rozwiazuja
podobne zadania?

e Jak udowodni¢ poprawno$¢ algorytmu?

e W jakim sensie mozna wykaza¢, ze pewne algorytmy sa ,najlepszymi z
mozliwych”?

Sposrod dziedzin zajmujacych si¢ algorytmami istotne znaczenie ma analiza

algorytmow, ktorej zasadnicze kierunki dotycza poprawnosci i ztoZonosci
obliczeniowej (rys.1.3).

[ ANALIZA ALGORYTMOW ]
Poprawnos¢ Ztozonos¢
algorytmow obliczeniowa

Rys.1.3 Kierunki badan analizy algorytmow.



Poprawnos¢ dotyczy przede wszystkim poje¢ 1 metod zwiazanych z
dowodzeniem poprawnosci algorytmow, takich jak: wlasnos¢ stopu, czgsciowa
poprawnos¢, metoda niezmiennikdéw itp. Zagadnienia te sg na tyle wazne, aby
poswigci¢ im odrebny wyktad i nie beda tutaj omawiane.

Dziedzing, ktérej poswigcimy znacznie wigcej miejsca bedzie natomiast
ztozonos¢ obliczeniowa algorytmow i zwigzane z nia pojecia, do ktérych naleza
m.in.: zloZzono$¢ czasowa, pamigciowa, $rednia i pesymistyczna. Ten obszar
analizy algorytméw koncentruje si¢ na okreslaniu zasoboéw (czas obliczen i
pamigc), jakie sa potrzebne do wykonania badanego algorytmu.

1.2 Z}ozonos¢ algorytmu

Oceny ztozono$ci algorytmu mozna dokona¢ wedhug roznych kryteriow. Czgsto
stosowana jest metoda polegajaca na badaniu, jak zwigcksza si¢ czas obliczen
lub wielko$¢ pamigci potrzebnej do wykonania algorytmu, w miar¢ wzrostu
rozmiaru danych wejsciowych. Rozmiar tych danych nazywaé bedziemy
rozmiarem zadania, albo rozmiarem wejscia, przyjmujac, ze jest to konkretna
liczba charakteryzujaca objetos¢ danych wejsciowych. Jako przyktady
rozmiar6w wejscia mozna wymienic:

e liczbg elementow tablicy wejsciowej w algorytmach sortowania,

e liczbg krawedzi grafu w algorytmach operujacych na grafach,

e wymiary macierzy w zadaniu mnozenia macierzy.

Czas potrzebny na wykonanie algorytmu jako funkcja rozmiaru zadania jest
nazywany zfozonosciq czasowq tego algorytmu. Charakter tej ztozonosci przy
dazeniu do warto$ci granicznej wraz ze wzrostem rozmiaru zadania jest
okreslany jako asymptotyczna ztozonos¢ czasowa. W analogiczny sposéb
mozna zdefiniowaé pojecia ztozonosci pamieciowej 1 asymptotycznej ztozonosci
pamieciowej.

Wprowadzenie asymptotycznej zlozono$ci algorytmu jest szczegdélnie wazne,
gdyz przy jej pomocy mozna okresli¢ rozmiar zadan, ktéore moga byc
rozwiazane za pomoca tego algorytmu. Jesli np. algorytm przetwarza wejscie o
rozmiarze n, w czasie cn’, gdzie c¢ jest pewna stata, wowczas mowimy, ze

ztozono$é czasowa tego algorytmu jest rzedu n°, co zapisujemy jako O(nz) i
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czytamy "duze o od n kwadrat". Ogolnie biorac, pewna nieujemna funkcja
f(n) jest O(g(n)) , jesli istnieje taka stata ¢, ze

0< f(n) <cgl(n)

dla wszystkich n oprocz pewnego, by¢ moze pustego, zbioru nieujemnych
wartosci 71 .

Symbol O(g(n)) jest zaliczany do tzw. notacji asymptotycznych, uzywanych
do opisu asymptotycznego czasu dzialania algorytméw. Na rysunku 1.4a
podano interpretacje graficzna notacji O. Wynika z niej, ze przy pomocy
zapisu f (n) = O( g(n)) podaje si¢ gorne ograniczenie funkcji z doktadnoscia
do statego wspotczynnika. Bardziej precyzyjnie zapis ten oznacza, ze istnieja
dodatnie state ¢ i n,takie, ze na prawo od n,warto$¢ f (n) jest zawsze nie

wieksza od cg(n) .

Ponadto na rys.1.4b i 1.4c przedstawiono w podobny sposob notacje ® i Q,
bedace takze przyktadami notacji asymptotycznych.

ce(n) s(n) )
/ J f(n)
I f cg(n) ﬁ c,g(n)
" )= o(gln) " rn)=aqel) " ftn)=6(eln)
a) b) c)

Rys.1.4 Graficzna interpretacja notacji asymptotycznych.
W odréznieniu od notacji O, ktéra ogranicza funkcje z gory, notacja
(rys.1.4b) ogranicza funkcj¢ z dotu. Zapis f° (n) = Q( g(n)) oznacza, ze istnieja
dodatnie stale ¢ i n,takie, ze na prawo od n,warto$¢ f (n) jest zawsze

wigksza od cg(n). Przedstawiona na rys.l.4c notacja pozwala szacowac

funkcjg z dotu i z gory. Piszac zatem f (n) = @( g(n)) wskazujemy, Ze istnieja
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dodatnie state ¢,, ¢, i n,takie, ze na prawo od n,warto$¢ f (n) jest zawsze

wigksza od ¢, g(n) 1 nie wigksza od ¢, g(n) .

Przyktad 1.1
Przyjmujac

1
f(n):En2 —3n oraz g(n)=n’

wykazemy, ze f(n) = @(g(n))

Aby tego dokona¢, nalezy wyznaczy¢ dodatnie state ¢, ¢, 1 n, takie, ze
2 2 2
cn Szn —3n<c,n dlanzn,. (L.1)

. . r rr 2 . . rr
Dzielac nierownos¢ (1.1) przez n” otrzymujemy zalezno$¢

1
¢, £—-——=<c¢
N . 1 3 ) :
z ktorej wynika, ze nierowno$é E ——=<¢, jest spetiona dla kazdego n>1,
n
1 1

jesli przyja¢ c, :5’ a nierdéwnos¢ ¢, SE—; jest spetniona dla kazdego

1 1 1
n=7, jesli przyja¢ c, =11 Stad dla ¢, :ﬁ’ c, =3

nieré6wnos¢ (1.1), co oznacza, ze f(n) = ®(g(n))

i n,="7 zachodzi

Mogloby si¢ wydawac, ze imponujacy wzrost szybkosci wspodtczesnych
komputerow powoduje, ze prace nad poszukiwaniem efektywnych algorytmow
nie sa uzasadnione. Celem kolejnych dwoch przyktadow bedzie wykazanie, ze
tak nie jest, gdyz efektywne algorytmy moga w sposob nie mniej istotny jak
rozwoj sprzetu wplywac¢ na wydajnos¢ komputeréw (mierzong np. rozmiarem
zadan, ktore moga by¢ rozwiazywane).
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Przyktad 1.2 [1]

W dwoch pierwszych kolumnach tab.1.1 zamieszczono pi¢é¢ przykladowych
algorytméw wraz z ich zlozonoscia czasowa, rozumiang tutaj jako liczba
jednostek czasu potrzebnych do obrobki (przetworzenia) wejscia o rozmiarze 7.
Jesli za jednostkg czasu przyja¢ jedna milisekundg, to algorytm 4, moze w
ciagu sekundy przetworzy¢ wejscie o rozmiarze 1000, natomiast algorytm A

wejscie o rozmiarze zaledwie 9.

Tab.1.1  Zlozono$ci czasowe i1 maksymalne rozmiary zadan dla wybranych

algorytmow.
Algorytm Ztozonos¢ Maksymalny rozmiar zadania
czasowa 1 sekunda 1 minuta 1 godzina

4, n 1000 6-10* 3,6-10°
4, nlgn 140 4893 2,0-10°
4, : 31 244 1897
4, n’ 10 39 153
Ay 2" 9 15 21

W kolejnych kolumnach tab.1.1 zamieszczono maksymalne rozmiary zadan
ktore moga by¢ przetworzone przez rozwazane algorytmy, jesli za catkowity
czas obliczen przyja¢ odpowiednio 1 sekundg, 1 minutg i 1 godzing.

Zatézmy dalej, ze w pewnym okresie szybko§¢ komputeréw wzrasta 10-krotnie.
W tab.1.2 pokazano, jak wzrosna rozmiary zadan, ktéore moga by¢ przetworzone
przez algorytmy A, + A, w wyniku takiego wzrostu szybkosci komputerow.

Tab.1.2 Wplyw zwigkszenia szybkosci komputera na maksymalny rozmiar zadania.

Algorytm Ztozonos¢ Maksymalny rozmiar zadania
czasowa przed zwigkszeniem po zwigkszeniu
4 n Sy 10s,
A, nlgn S, ~10s, dla duzych s,
A, n’ S5 3,165,
A, n’ S, 2,15s,
A, 2" S5 s+ 3,3
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Zauwazmy, ze dla algorytmu A, 10-krotne zwigkszenie predkosci komputera

pozwala zwigkszy¢ rozmiar zadania, ktéore moze by¢ rozwiazane zaledwie o 3,
podczas gdy w przypadku algorytmu A4, rozmiar ten sig potraja.

Porownajmy teraz efekty zwigkszenia szybkosci komputerow z efektami
zastosowania bardziej efektywnego algorytmu. W tym celu powr6¢my do
tab.1.1 i przyjmijmy za podstawg poréwnania jedna minutg. Widaé przy tym, ze
zamiana algorytmu A, na algorytm A, pozwala rozwigza¢ zadanie 6-krotnie
wieksze. Natomiast zamiana A 4 na A2 pozwala rozwiaza¢ zadanie o rozmiarze
125-krotnie wigkszym. Wyniki te oznaczaja, ze polepszenie o0siagow
spowodowane zastosowaniem bardziej efektywnego algorytmu moze wyraznie
przewyzszy¢ zyski wynikajace ze zwigkszenia szybkosci komputerow.

Przyklad 1.3 [5]

Zaktada sig, ze rownolegle na dwoch komputerach o réznej mocy obliczeniowe;j
jest sortowana tablica zawierajaca milion elementéw (7 = 1000000 ).

Przyjmujemy dalej, ze na superkomputerze wykonujacym 100 milionow
operacji na sekunde¢ zastosowano algorytm sortowania o ztozonosci 2n*, ana

mikrokomputerze wykonujacym 1 milion operacji na sekunde zastosowano
inny algorytm sortowania o zlozonosci S50nlgn. Przedstawimy teraz

szacunkowe obliczenia czasow jakie potrzebuja oba komputery na posortowanie
tablicy wejsciowe;.

Dla superkomputera:
2 (1 0° )2 instrukcji
10%instrukcji | sek.

~20000sek.~ 5,56 godz.

Dla mikrokomputera:

50-10° 1g 10% instrukcji
10%instrukcji / sek.

~ 1000sek.~ 16,67 min.

Uzywajac zatem algorytmu, ktorego czas dzialania jest opisany funkcja
nizszego rzgdu (nawet jesli zostal on napisany przez stabszego programiste)
mikrokomputer dziata okoto 20-krotnie szybciej niz superkomputer.
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W dotychczasowych rozwazaniach zwracaliSmy uwagg przede wszystkim na to,
jakiego rzedu jest wzrost ztozonosci. Nalezy jednak pamicta¢ o tym, ze w
niektorych przypadkach istotna moze okazac si¢ takze warto$s¢ wspotczynnika
stalego. W szczegolnosci, przy mniejszym rozmiarze zadan, algorytmy o duzym
stopniu wzrastania ztozonosci lecz mniejszym wspotczynniku statym moga
okaza¢ si¢ bardziej efektywne od algorytmoéw o mniejszym stopniu wzrastania
ztozonosci, ale duzym wspotczynniku statym. Dla ilustracji przyjmijmy liczbg
sortowanych elementow w ostatnim przyktadzie jako n=10. W przypadku tak
malego rozmiaru zadania algorytm uzyty przez superkomputer wymaga jedynie
200 instrukcji, podczas gdy algorytm uzyty przez mikrokomputer ok. 1500.
Oznacza to, ze ze wzgledu na wigkszy wspotczynnik staly w wyrazeniu na
ztozonos$¢ algorytmu korzysci z zastosowania dla mikrokomputera bardziej
wydajnego algorytmu uwidocznia si¢ dopiero dla zadan o wigkszym rozmiarze.

1.3 Model obliczeniowy RAM

1.3.1 Opis maszyny RAM

Dalsze rozwazania na temat algorytméw i ich ztozonosci poprzedzimy
wprowadzeniem hipotetycznego modelu maszyny (urzadzenia liczacego), za
pomoca ktorego beda realizowane nasze algorytmy. Jednoczesnie przyjmiemy
pewne ustalenia odnosnie tego, co bedzie okreslane pojeciem ,.elementarny
krok obliczen”. Z literatury znane sa rozne modele obliczen (por.rys.1.1),
nalezy jednak stwierdzi¢, ze nie istnieje model uniwersalny, ktory bylby
najlepszy dla wszystkich przypadkow.

Tutaj przedstawiony zostanie rozwazany w [1] model maszyny ze swobodnym
dostgpem do pamigci (model RAM — Random Access Machine). Model ten
reprezentuje maszyn¢ z jednym sumatorem, w ktorej program nie jest
przechowywany w pamigci, a zatem nie moze on modyfikowaé¢ sam siebie.
Schemat modelu RAM (maszyny RAM) pokazano na rys.1.5. Maszyna sktada
si¢ z nastepujacych trzech elementow:

e tasmy wejSciowej, z ktorej dane moga by¢ tylko czytane,

e tasmy wyjsciowej, na ktéra dane moga by¢ tylko zapisywane,

e pamigci.
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Tasma wejsciowa stanowi ciag klatek, z ktorych kazda moze zawiera¢ liczbe
catkowita. Kazdorazowo, kiedy z ta§my wejSciowej zostanie odczytana liczba,
glowica czytajaca jest przesuwana o jedna pozycje w prawo. Analogicznie
tasma wyjsciowa jest takze ciagiem klatek (na poczatku pustych), do ktorych
maszyna moze tylko zapisywa¢. Po zapisie do kolejnej klatki glowica
zapisujaca jest przesuwana o jedna klatke w prawo. Pamig¢¢ sklada si¢ z
rejestrow v, 1,7,,7;,..., Z ktorych kazdy moze przechowywac¢ (pamigtac)
dowolna liczbg catkowita. Rejestr 7, pelni w obliczeniach specjalna rolg 1 jest

nazywany sumatorem. Na liczb¢ rejestrow nie nakladamy gornego
ograniczenia, zaktadajac, ze rozmiar zadania jest zawsze na tyle maly, ze miesci
si¢ ono w pamigci, a liczby catkowite biorace udziat w obliczeniach mieszcza
si¢ w pojedynczych komorkach (rejestrach).

Ta$ma wejsciowa

|x1|x2|x3| | X, |
! Sumator

Licznik N
o PROGRAM -

rozkazoéw 1
ry

r3

Pamigé
| N | ¥, | Ta$ma wyjsciowa

Rys.1.5 Schemat maszyny RAM [1].

Program maszyny RAM to ciag polecen (inaczej: instrukcji, rozkazéw lub
komend), ktéore moga by¢ poprzedzone etykieta. Licznik rozkazow zawiera
numer kolejnego rozkazu do wykonania. Doktadny typ komend nie jest istotny,
o ile przypominaja one te, ktore wystepuja w realnych komputerach.
Przyjmiemy, ze sa dostgpne komendy arytmetyczne, wejscia/wyjécia oraz
komendy skoku bezwarunkowego i warunkowego, a takze wystgpuje
mozliwo$¢ adresowania posredniego. Wszystkie obliczenia sa prowadzone na
sumatorze, ktorym jest rejestr 7;,. Przykladowy zestaw polecen maszyny RAM

zamieszczono w tab.1.3.
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Tab.1.3 Polecenia maszyny RAM.

L.p. Kod Adres L.p. Kod Adres
operacji operacji

l. LOAD operand 7. READ operand
2. STORE operand 8. WRITE operand
3. ADD operand 9. JUMP etykieta
4. SUB operand 10.  JGTZ etykieta
5. MULT operand 11.  JZERO etykieta
6. DIV operand 12.  HALT

W ogolnym przypadku komenda sktada si¢ z kodu operacji i adresu, ktory moze
by¢ operandem lub etykieta (wyjatkiem jest komenda HALT, gdzie adres nie
wystepuje). Etykieta jest nazwa symboliczna, a operand moze naleze¢ do
jednego z trzech nastgpujacych typow:

=i - liczba catkowita i; operand tego typu nazywamy literatem,
i - zawarto$¢ rejestru o numerze i (i powinno by¢ nieujemne),
*[ - warto$cia operandu jest zawartos¢ rejestru j, gdziej jest liczba

nieujemna przechowywana w rejestrze i (adresacja posrednia).

Rozwazymy dalej pewne odwzorowanie ¢ zbioru liczb catkowitych
nieujemnych na zbidr liczb calkowitych takie, ze c¢(i) oznacza zawarto$é
rejestru o numerze i. Odwzorowanie ¢ pozwala zatem przedstawi¢ mape
pamigci (rejestrow) maszyny RAM i wraz z zawartoécia licznika rozkazow
definiuje tzw. znaczenie programu w danej chwili. Na poczatku przyjmuje si¢
c(i)=0, i>0, oraz zaklada, ze licznik rozkazow wskazuje na pierwsza
komendg do wykonania, a tasma wyjsciowa jest pusta. Po wykonaniu pewnego
rozkazu k licznik rozkazow automatycznie wskazuje na rozkaz (k+1) za
wyjatkiem przypadkow, kiedy rozkazem k -tym byl ktory$ z nastgpujacych
rozkazow: JUMP, JGTZ, JZERO lub HALT.

Aby w pewien formalny sposob opisa¢ dziatanie komend z tab.1.3
wprowadzimy jeszcze funkcje v(a) wyznaczajaca warto$§¢ operandu a w

nastepujacy sposob:

v(=i)=i (i) = c(i) v(*i) = c(c(i)).



Opis komend maszyny RAM, z wykorzystaniem wprowadzonych notacji
zestawiono w tab.1.4.

Tab.1.4 Opis polecen maszyny RAM.

Komenda Opis dziatania

LOAD a C(O) < v(a), co oznacza zapis wartosci operandu @ do
rejestru 0 (sumatora).

STORE i c(i) < c(0)

STORE *i elcli)) = c(0)

ADD a ¢(0) < ¢(0) +v(a)

SUB a c(0) « ¢(0)-(a)

MULT a c(0) « c¢(0)x v(a)

DIV a 0) <[ d0) )]

READ I C(i) < kolejny symbol wejsciowy

READ *i C(C(i)) <—kolejny symbol wejsciowy

WRITE a v(a) jest zapisywane do tej klatki tasmy wyjsciowej, przy ktorej
aktualnie znajduje sig glowica

JUMP b Licznik rozkazéw jest ustawiany na komende z etykieta b

JGTZ b Jesli C(O) > 0, to licznik rozkazéw jest ustawiany na komendg z
etykieta b ; w przeciwnym razie na komende nastepna

JZERO b Jesli C(O) =0, to licznik rozkazow jest ustawiany na komendg z
etykieta b ; w przeciwnym razie na komende nastepna

HALT Zatrzymanie programu

Przyklad 1.4

Wyznaczy¢ warto$¢ funkcji:
0 dlan=0

f(n)={ \

n dlan>1"

Odpowiedni program dla maszyny RAM ma postac:

Etykieta Komenda Adres Komentarz

READ 1 Wezytaj liczbe n do rejestru 1
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LOAD

Umies¢ n w sumatorze

JGTZ dod Wykonuj obliczenia tylko wtedy, gdy
n>0
WRITE =0 W przypadku gdy n=0 wypisz 0
JUMP Koniecjesli Skocz na koniec programu
dod: LOAD 1 Umies¢ n w sumatorze
STORE 2 Zapisz n do rejestru 2
LOAD 1 Umies¢ n w sumatorze
SUB =1 Oblicz n-1
STORE 3 Zapisz n-1 do rejestru 3
dopoki: LOAD 3 Umies¢ zawartos¢ rejestru 3( licznik
petli) w sumatorze
IGTZ Kontyn Kontynuuj, jesli w rejestrze 3 jest
liczba wieksza od 0
JUMP Koniecdopoki  Skocz do wypisania wyniku
Kontyn: LOAD 2 Zapisz iloczyn czgstkowy do sumatora
MULT 1 Pomnoz iloczyn czqstkowy przez n
STORE 2 Zapisz nowy iloczyn czqstkowy do
rejestru 2
LOAD Umies¢ licznik petli w sumatorze
SUB =1 Odejmij 1 od licznika petli
STORE 3 Zapisz nowq wartos¢ licznika petli w
sumatorze
JUMP Dopoki Skocz do sprawdzenia warunku petli
Koniecdopoki: WRITE 2 Wypisz zawartos¢ rejestru 2 (1.
obliczone n")
Koniecjesli: HALT Koniec programu

1.3.2  Uproszczony jezyk programowania

Celem uzyskania bardziej przejrzystego zapisu algorytmow wykonywalnych w
ramach modelu RAM dos¢ czesto uzywa si¢ uproszczonego jezyka wyzszego
poziomu, okreslanego jako pseudojezyk lub pseudokod [1, 5]. W
prezentowanych dalej przyktadach najczesciej
wzorowany na pseudokod zaproponowany w [5]. Ponizej przedstawiony
zostanie pewien nieformalny opis tego jezyka.

uzywany bedzie jezyk
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b)

d)

Pseudokod tym rézni si¢ od typowego jezyka programowania, ze dopuszcza
dowolny typ opisu matematycznego, a nawet stownego, jesli tylko jest on w
petni zrozumialy i moze zosta¢ przettumaczony na komendy prostego
modelu, np. modelu RAM.

Nie ustala si¢ z gory dopuszczalnych typéw danych, a zmiennymi sa
zwykle liczby i tablice. Dodatkowe typy, jak: listy, kolejki, stosy, grafy itp.
sa wprowadzane w razie potrzeby. Tam, gdzie to mozliwe, unika si¢ ich
formalnego opisu.

Stosuje si¢ tradycyjny zapis matematyczny oraz konstrukcje znane z
jezykéw programowania typu Pascal i C. Do podstawowych operatoréw
pseudokodu naleza:

nadawanie warto$ci
zmienna <— wyrazenie
operator warunkowy

Jjesli warunek
to operator(y)
inaczej operator(y)

operator petli dopoki

dopoki warunek
wykonuj operator(y)

operator petli powtarzaj

powtarzaj operator(y)
az_do warunek

operator petli dla

dla zmienna < wartos¢_poczqtkowa [w_doét |do wartos¢_koncowa
wykonuj operator(y)

Blok polecen pseudojezyka (instrukcje ztozona) wydzielamy za pomoca
nawiséw klamrowych { i }. Mozna takze stosowal ,wcigcia” celem
zwigkszenia czytelnosci programu.
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5. Symbol ,>” oznacza, ze reszta wiersza jest komentarzem.
6. Wielokrotne przypisywanie w postaci i <— j <— e oznacza przypisanie

zmiennym { oraz j warto$ci wyrazenia e. Jest ono rownowazne
przypisaniu j < e tacznie z przypisaniem i <— j.

7. Zmienne sa z zatozenia lokalne w danej procedurze, chyba, ze wyraznie
7aznaczono inaczej.

8. Dostgp do elementu tablicy odbywa si¢ przez podanie jej nazwy oraz
indeksu zadanego elementu w nawiasie kwadratowym, np. A[i ] jest i-tym

elementem tablicy A . Zapis A[l.. j] oznacza natomiast podtablicg tablicy
A zlozona z elementoéw A[l],A[2],...A[ j].

9. Dane zlozone z kilku cze$ci sa zorganizowane jako obiekty zlozone z
atrybutow (pol). Odwolanie do konkretnego atrybutu pewnego obiektu
nastepuje przez podanie nazwy tego obiektu w nawiasach kwadratowych
poprzedzonej nazwa atrybutu, np. f [x] jest odwotaniem do atrybutu f

obiektu x.

10. Zmienna odpowiadajaca tablicy lub obiektowi jest traktowana jako
wskaznik do danych reprezentujacych te tablice lub ten obiekt. Dla
wszystkich pol f obiektu x przypisanie y <— x powoduje f [y]z f [x]
Ponadto jesli teraz wykonamy f [x](— 3, to w nastgpstwie nie tylko
f [x]=3, lecz takze f [y]:3. Wskaznik, ktory na nic nie wskazuje

posiada specjalna warto$¢ nil.

11. Parametry sa przekazywane do procedury przez warto$¢, tzn., ze
wywolywana procedura otrzymuje swoja kopi¢ parametroOw, a zmiany
wewngetrzne tych kopii nie sa widoczne przez program wywotujacy.

Obiekty sa przekazywane przez wskazniki do nich. Jesli na przyktad obiekt
X jest parametrem procedury, to przypisanie x <— y wewnatrz procedury

nie jest widoczne na zewnatrz, ale przypisanie f [x] < 3 jest widoczne.

Przyklad 1.5
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Zapisany w pseudokodzie algorytm K.1.1 oblicza warto$¢ funkcji z przykladu
1.4.

K.1.1

POTEGA-N-DO-N
1 czytaj r1
2 jesli 71<0 to pisz 0
inaczej { r2¢«rl
r3¢«ri-1
dopéki 3>0
wykonuj { r2¢r2%rl
r3¢r3-1}
pisz 72 }

W

(o<l )NV, N N

Numerowanie wierszy programu w pseudokodzie pozwala tatwiej odwolywac
si¢ do tych wierszy w opisach prezentowanych algorytmow.

Programy w pseudokodzie sa rownowazne programom RAM w tym sensie, zZe
jest mozliwe ich ttumaczenie na program w jezyku maszyny RAM. Problem
takiej translacji stanowi jednak odrgbne zagadnienie i nie bedzie tutaj
omawiany.

W literaturze z dziedziny algorytméw obok pseudokoddéw zblizonych do
zdefiniowanego, sa uzywane takze popularne jgzyki programowania, np. Pascal
[3,4]1ub C [6].

1.3.3 Zlozono$¢ pesymistyczna i oczekiwana

Jak juz wspomniano, dwa podstawowe wskazniki efektywnosci algorytmow
stanowia zlozono$¢ pamigciowa 1 zlozono$¢ czasowa bedace funkcjami
rozmiaru wejscia. Za jednostke ztozono$ci pamigciowej przyjmuje si¢ zwykle
stowo pamieci maszyny. Natomiast w przypadku zlozonosci czasowej, ktora
powinna by¢ niezalezna od komputera, jezyka programowania i sposobu
zakodowania programu, rozwaza si¢ tzw. operacje dominujqce. Sa to operacje
charakterystyczne dla danego algorytmu, a ich liczba jest proporcjonalna do
liczby wykonan wszystkich operacji jednostkowych w dowolnej realizacji
komputerowej danego algorytmu [3]. Na przyklad w algorytmach wyznaczania
warto$ci wielomiandw moga to by¢ podstawowe operacje arytmetyczne, a w
algorytmach sortowania — operacje poréwnania dwoch elementow sortowanej
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tablicy. Za jednostke¢ zlozono$ci czasowej przyjmuje si¢ wtedy wykonanie
jednej operacji dominujqce;j.

Jesli dla ustalonego rozmiaru wejscia w charakterze miary zlozonosci przyjac
najwigksza ze ztozonosci dla wszystkich mozliwych wej$¢ danego rozmiaru, to
taka ztozono$¢ jest okreslana jako pesymistyczna. Jesli natomiast jako miarg
ztozonosci przyja¢ pewna ,.Srednia” ztozonos$¢ dla wszystkich wejs¢ danego
rozmiaru to taka zlozono$¢ okreslamy jako oczekiwang. Zazwyczaj ztozonos¢
oczekiwana jest trudniejsza do okreslenia niz ztozono$¢ pesymistyczna.

Pojecia zlozonosci pesymistycznej i ztozonosci oczekiwanej mozna takze
wprowadzi¢ w sposéb formalny. Uczynimy to w stosunku do ztozonosci
czasowej uzywajac nastgpujacych oznaczen:

n= ‘d ‘ - rozmiar zestawu danych d ,

D, - zbior zestawoéw danych wejsciowych rozmiaru 7,

I’(d ) - Liczba operacji dominujacych dla zestawu danych wejsciowych
d,

X, - Zmienna losowa, ktorej wartoscia jest r(d ) dadeD,,

P - Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, , tzn.

prawdopodobienstwo, ze dla danych rozmiaru 7 algorytm wykona
k operacji dominujacych (k > 0).
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, wyznacza si¢ na

podstawie informacji o zastosowaniach rozwazanego algorytmu. W pewnych
przypadkach mozna zatozy¢, ze jest to rozklad rownomierny, tzn. kazdy zestaw
danych rozmiaru n moze pojawi¢ si¢ na wejsciu algorytmu z jednakowym
prawdopodobienstwem.

Definicja 1.1

Pesymistyczna ztozonos¢ czasowa algorytmu to funkcja rozmiaru wejscia
okreslona nastgpujaco:

W(n)= sup{r(d): de Dn},

gdzie sup oznacza gorny kres zbioru.
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Definicja 1.2

Oczekiwana zlozonos¢ czasowa to funkcja rozmiaru wejScia okreslona
nastgpujaco

A(”) = kank :

k=0

Jest to zatem warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X, .

1.3.4 Zlozono$¢ programéw w jezyku RAM

W celu otrzymania ztozonosci czasowej i pamigciowej programéw RAM nalezy
okresli¢ czas niezbedny do wykonania kazdej komendy RAM oraz objgtos$é
pamigci uzywanej przez kazdy z rejestrow, przyjmujac przy tym pewne kryteria
wagowe. Rozwaza si¢ nastgpujace kryteria [1]:

e rownomierne kryterium wagowe oraz

e logarytmiczne kryterium wagowe.

W przypadku réwnomiernego kryterium wagowego zaktada sig, ze kazda
komenda RAM potrzebuje na jej wykonanie jednej jednostki czasu, a kazdy
rejestr wykorzystuje jedna jednostke pamigci.

Logarytmiczne kryterium wagowe jest oparte na zatozeniu, ze koszt wykonania
kazdej komendy (jej waga) jest proporcjonalna do dlugosci operandow.
Rozwazymy nastgpujaca funkcj¢ logarytmiczng okreslona na zbiorze liczb
catkowitych

1(i) = {\_lg|i|J+ 1, i#0,

1, i=0.
Posta¢ tej funkcji uwzglednia fakt, ze dwojkowy zapis liczby caltkowitej i w

rejestrze wymaga ng|i|J+1 bitéw (zapis 1g oznacza log, ).

W celu wyznaczenia logarytmicznej ztozonosci czasowej programow w jezyku
RAM, okresla si¢ wagi logarytmiczne dla poszczegdlnych typow operandow
oraz komend maszyny RAM. Wagi logarytmiczne t(a) dla wszystkich trzech

typow operandow podano w tab.1.5, a wagi dla komend w tab.1.6.

Tab.1.5 Wagi logarytmiczne operandow.
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Operand a Waga logarytmiczna t(a)
=i 1(i)

i 1)+ 1(c(i))

*i 1)+ 1(c(i)) + Uc(cld)))
LOAD a t(a)

STORE i 1(c(0))+1()

STORE *i | I(c(0))+ (i) +1(c(i))
ADD a 1(c(0))+#(a)

SUB @ 1c(0)+1(a)

MULT a 1(c(0))+#(a)

DIV a 1(c(0))+#(a)

READ i I(wejscie)+1(i)

READ *j l(wejscie)+l(i)+l(c(z))
WRITE a t(a)

JUMP b 1

IGTZ b 1(c(0))

JZERO b 1(c(0))

Dla przyktadu wyznaczymy wage logarytmiczng komendy ADD *i. Najpierw
jest okreslany stopien trudno$ci w dekodowaniu adresu operandu
Przegladanie liczby catkowitej i zajmuje czas / (1) Nastepnie nalezy odczytaé

zawartos¢ c(i) rejestru i pozwalajaca ustali¢ rejestr gdzie umieszczono
dodawana liczbg, co wymaga czasu / (c(i )) Wreszcie odczyt zawarto$ci c(c(i ))
rejestru c(i), tj. samej adresowanej liczby wymaga czasu l(c(c(i))). W sumie
odczyt dodawanej liczby zajmuje 1(i)+(c(i))+(c(c(i))) jednostek czasu.
Poniewaz komenda ADD *i dodaje liczbg catkowita c(c(i )) do liczby catkowite;
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c(O) w sumatorze, zatem waga dla calej komendy jest rowna sumie
1(c(0))+ 1(2) + (c(7)) + £(c(c(7))-

Rozwazymy teraz problem okres$lania logarytmicznej zlozonosci pamieciowej
programu RAM. Przyjmuje sig, Ze jest to suma

Zl(x,),

w ktorej uwzgledniono wszystkie rejestry i (facznie z sumatorem) biorace udziat
w obliczeniach, a przez x, oznaczono najwigksza warto$¢ bezwzgledna liczby

catkowitej, ktora w trakcie obliczen pojawita si¢ w i-tym rejestrze.
Przyklad 1.6

Dokona¢ oceny zlozonosci obliczeniowej programu obliczajacego warto$¢
funkcji z przykt.1.4.

Nietrudno zauwazy¢, ze ze wzgledu na zlozono$¢ czasowa dominujacym
fragmentem jest petla zawierajaca komend¢ MULT. Gdy komenda ta wykonuje
sig po raz i-ty, to sumator zawiera n', a rejestr 1 zawiera n. W sumie komenda
MULT wykonuje si¢ n—1 razy. Przyjmujac rownomierne kryterium wagowe,
kazda z komend MULT wymaga czasu rownego jednej jednostce, a zatem na
wykonanie wszystkich tych komend potrzebny jest czas O(n) W przypadku

kryterium logarytmicznego i-ta komenda MULT zajmuje czas
l(ni )+ I(n)= (i +1)lgn

a zatem czas wykonania wszystkich komend MULT jest réwny

n-1

Z(i +1)lgn,

i=1
tzn. O(n2 lg n)

Ztozonos¢ pamigciowa jest wyznaczana wielko$cia liczb przechowywanych w
rejestrach od 0 do 3. Dla rownomiernego kryterium wagowego ztozonos¢ ta jest
pewna stala, a jej asymptotyczna granicg gorna oznacza¢ begdziemy jako 0(1).
Poniewaz najwieksza z przechowywanych w rejestrach liczb jest n”", a
/ (n" ) ~nlgn, stad w przypadku kryterium logarytmicznego otrzymujemy

ztozono$¢ pamieciowa O(nlgn).
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Nalezy zauwazy¢, ze dla tego programu rownomierne kryterium wagowe jest
uzasadnione tylko w przypadku, jesli liczba n” moze by¢ zapisana w postaci
jednego stowa maszynowego. Jesli tak nie jest, wowczas nawet logarytmiczna
ztozono$¢ czasowa jest do pewnego stopnia nierealistyczna, gdyz zaktada ona,
ze dwie liczby catkowite i i j moga by¢ pomnozone w czasie O(I(i)+1()), co

nie jest bynajmniej oczywiste [1].

1.3.5 Zlozono$¢ programéw w pseudokodzie

Wprawdzie podstawowe miary ztozono$ci zostaly przez nas okreSlone w
terminach modelu obliczeniowego RAM, lecz w wielu przypadkach ocena
ztozonosci konkretnego algorytmu moze by¢ dokonana na podstawie jego
zapisu w pseudokodzie.

Podobnie jak dla jezyka RAM, takze w tym przypadku istotny bedzie czas i
pamie¢ potrzebne do wykonania komend pseudokodu. Sposob oceny ztozonosci
czasowe] algorytmu zapisanego w pseudokodzie ilustruje rozwazany w [5]
przyktad sortowania przez wstawianie. Algorytm ten przedstawiono w
pierwszej kolumnie tab.1.7, a koszt wykonania poszczegdlnych instrukcji i
liczbe ich wykonan odpowiednio w kolumnach drugiej i trzecie;j.

Przyjeto, ze n oznacza liczbg elementow tablicy A, tzn. jest rowne wartosci
atrybutu length [A] Przez ¢, oznaczono liczbg sprawdzen warunku wejscia do

petli dopoki w wierszu 5 dla pewnej wartosci j. W celu oceny zlozonosci
obliczeniowej oblicza si¢ catkowity czas dziatania algorytmu, ktory jest suma
czasOW dziatania poszczegélnych instrukcji. Jesli koszt (czas wykonania)
pewnej instrukcji powtarzanej n razy wynosi c,, to catkowity koszt wykonania

tej instrukcji wynosi c;n .

Tab.1.7 Wplyw instrukcji algorytmu sortowania przez wstawianie na jego ztozonosc¢.
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Instrukcje Koszt Liczba
wykonan
SORT-WSTAW (4)
1 dlaj<2 do length[A] C n
2 wykonuj { key<A[j] c, n—1
3 > Wstaw A[/] do posortowanego ciagu A[1..j-1]. 0 n—1
4 i<j-1 c, n—1
n
5 dopoki >0 i A[i]>key Cs t
Jj=2
n
6 wykonuj { A[i+1] «A[i] Ce (l‘j — 1)
Jj=2
n
7 ii-1 } ¢, (z‘/. - 1)
Jj=2
8 A[i+1]<key } Cq n—1

Sumujac koszty wykonania poszczegélnych instrukcji z tab.1.7 otrzymujemy

T(n)zcln+c2(n—1)+c4(n—1)+csitj +c6i(tj —1)+c7i(tj —1)+cs(n—1)-

J=2 J=2 J=2

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy tablica wej$ciowa jest juz posortowana (tzw.
przypadek optymistyczny), mamy

t,=1 dla j=23,.,n,
co daje minimalny czas dziatania algorytmu réwny
M(n)z cn+c,(n —1)+c4(n—1)+ cs(n—l)+ ci(n—1)
=(c, +c, e, +es +cghn— (e, +¢, +c5 +c)
Jak widac, wielko$¢ ta jest funkcjq liniowg wzgledem n .

W przypadku pesymistycznym (tablica jest posortowana w porzadku
odwrotnym) mamy

t,=j dla j=23,..n.

Z uwglednieniem zaleznosci

-27 -




n = n(n+l)_1 oraz Zn:(j_l): n(n—l)

j=2
otrzymujemy

W(n)zcln+cz(n_1)+c4(n_1)+c{@_1j+cé(@]+
+c7(n(nT_l)j+c8(n—l)=

C C C C C C
=(?5+?"+?7jn2 — (cl +c,+e, +?5——6——7+08]n—(02 te, Heg e,

co oznacza, ze pesymistyczna ztozonos¢ czasowa tego algorytmu jest funkcjq
kwadratowq wzgledem n . Stosujac poznana notacje¢ asymptotyczna zapiszemy,
ze pesymistyczny czas dziatania algorytmu sortowania przez wstawianie wynosi
oln* ) W analizowanych dalej algorytmach zwykle bedziemy rozwazaé

przypadek pesymistyczny.

Pytania kontrolne

1. Poda¢ definicjg oraz charakterystyczne cechy algorytmu.
2. Okresli¢ nastgpujace pojgcia:

a) analiza algorytmow;

b) ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu;
¢) poprawnos¢ algorytmu;

d) asymptotyczna ztozonos¢ czasowa;
e) rozmiar zadania.

3. Podac¢ definicjg i ilustracjg graficzng asymptotycznej granicy gornej.
4. Poda¢ definicjg i ilustracje graficzna asymptotycznej granicy dolne;.
5. Wyjasnié sens zapisu f(n) = @( g(n))

6. Scharakteryzowa¢ model obliczeniowy RAM.

7. Omoéwi¢ komendy maszyny RAM.
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8. Wymieni¢ podstawowe konwencje zapisu algorytmow w pseudojezyku.

9. Okresli¢ nastgpujace pojecia:

a) ztozono$¢ pamigciowa;

b) operacja dominujaca;

¢) zlozonos$¢ czasowa,

d) zlozono$¢ pesymistyczna;

e) zlozono$¢ oczekiwana ($rednia).

10. Poda¢ formalna definicj¢ ztozonosci pesymistycznej i ztozono$ci
oczekiwane;j.

11. Na czym polegaja: rownomierne i logarytmiczne kryterium wagowe?
12. Poda¢ wagi logarytmiczne operandow w poleceniach maszyny RAM.

13. Poda¢ i uzasadni¢ wagi logarytmiczne komend LOAD, ADD, READ,
JGTZ, HALT.

14. Poda¢ i uzasadni¢ wagi logarytmiczne komend STORE, MULT, WRITE,
JUMP, JZERO.

Zadania
1. Wykazaé, ze:
1
a) 6n’ zO(n3); b) 6n’ ;t@(nz); c) En2—3n:Q(n2);
d) dla funkcji kwadratowej f(n) = an® +bn +c, gdzie a,b i csa
statymi oraz a > 0, zachodzi f(n) = @(n2 )
2. Zapisa¢ w jezyku maszyny RAM algorytm czytajacy liczby wejsciowe, az
do napotkania zera. Obliczy¢ sumg tych liczb i wypisa¢ wynik.

3. Zapisa¢ w pseudojezyku nastepujace algorytmy:
a) Wyznaczanie najwigkszego wspolnego podzielnika dwoch liczb
(algorytm Euklidesa)
b) Poszukiwanie maksymalnej wartosci w tablicy jednowymiarowe;j

c) Sortowanie przez selekcje tablicy A zlozonej z n elementow.
Znajdujemy najmniejszy element w tablicy i wstawiamy go na
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pierwsze miejsce. Nastepnie znajdujemy drugi najmniejszy element i
wstawiamy go na drugie miejsce. W ten sposob postepujemy dla
wszystkich n elementow tablicy A.

4. Dany jest nastgpujacy algorytm:

MAX

1 czytaj x

2 max<x

3 dopdki x=0

4 wykonuj { jesli x>max
5 to max<—x
6 czytaj x }

7 pisz max

a) Napisa¢ program w jezyku maszyny RAM realizujacy ten algorytm
b) Okresli¢ ztozono$¢ czasowa i pamigciowa programu RAM.

5. Zapisa¢ w pseudojezyku algorytm, ktorego zadaniem jest sprawdzenie, czy
na wejsciu pojawita si¢ jednakowa liczba jedynek i dwojek. Po
przeczytaniu 0, algorytm wypisuje 1, jesli liczba jedynek i dwdjek byta
jednakowa i zatrzymuje si¢. Zaktadamy, ze oprocz 0, 1 i 2 na wejsciu nie

moga pojawi¢ si¢ zadne inne symbole. Dla danego algorytmu wykonaé
takze nastgpujace zadania:

a) Napisa¢ program w jezyku maszyny RAM realizujacy ten algorytm
b) Okresli¢ ztozonos¢ czasowa i pamigciowa programu RAM.
6. Napisa¢ w pseudojezyku algorytm wyznaczania wartosci #!dla podanej
liczby nieujemne;j #n, a nastgpnie:

a) Napisa¢ program w jezyku maszyny RAM realizujacy ten algorytm
b) Okresli¢ ztozono$¢ czasowa i pamigciowa programu RAM.

Zadania 4,5,6 wykona¢ przyjmujac zarbwno rownomierne, jak i
logarytmiczne kryterium wagowe.
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2 Struktury dynamiczne i rekursja

2.1 Wprowadzenie

Istnieje obszerna klasa elementarnych struktur danych, ktore wymagaja stafej,
okreslanej w chwili ich utworzenia, wielko$ci pamigci. Przyktadami sg znane z
Pascala typy liczbowe, logiczne, tablice i rekordy. Tymczasem w
rozwiazywaniu wielu problemoéw przydatne okazuja si¢ takie struktury, ktorych
chwilowa posta¢ i rozmiar zmieniaja si¢ w trakcie przetwarzania, a pamig¢ dla
nich jest wydzielana i zwalniana w miarg potrzeby. Tego typu obiekty tworza
klasg tzw. struktur dynamicznych, do ktoérych zaliczamy m.in.: listy, stosy,
kolejki i drzewa. Wiele struktur dynamicznych posiada charakter rekursywny,
stad algorytmy operujace na takich strukturach wygodnie jest konstruowaé
stosujac rekursje.

2.2 Listy

2.2.1 Definicje i reprezentacja pamigciowa

Podstawowa struktura dynamiczna jest lista. Najprosciej list¢ mozna okresli¢
jako skonczony ciqg elementow nalezqcych do pewnego zbioru. Jezeli jest to
ciag: e,e,,...,e, , to listg czgsto zapisuje si¢ w postaci:

(e e,..e,).

Najprostsza realizacja listy jest dynamiczna struktura pamigci pokazana na
rys.2.1.

wskaznik
na pierwszy — e e, . , .. —» € nil
element

Rys.2.1 Lista jednokierunkowa.
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Elementarny sktadnik tej struktury sktada si¢ z dwoch pol, ktoére mozna
traktowa¢ jako odrgbne komorki pamigci. Pierwsze z po6l zawiera sam
pamigtany element (jego zawarto$¢ informacyjna), a drugie tzw. wskaznik
informujacy o potozeniu nastepnego elementu w lisScie. Wyjatkiem jest ostatni
sktadnik, gdzie w polu wskaznika umieszczono symbol nil, informujacy, ze w
tym miejscu nie wystepuje wskaznik na zaden element. Wskaznik na pierwszy
element jest takze pamigtany w specjalnie do tego celu przeznaczonej zmienne;j.
Struktura przedstawiona na rys.2.1 jest przyktadem tzw. listy jednokierunkowej,
w ktorej pojedynczy sktadnik zawiera wskaznik tylko na element nastgpny.
Najczesciej liste przedstawia si¢ w postaci nieco bardziej rozbudowanej
struktury okreslanej jako /lista dwukierunkowa pokazana na rys.2.2.

v o] el o]

Rys.2.2 Lista dwukierunkowa.

Pojedynczy sktadnik listy dwukierunkowej zawiera pole informacyjne i dwa
pola wskaznikow: lewy wskazujacy na poprzedni element oraz prawy
wskazujacy na element nastepny. Zauwazmy, ze lewy wskaznik pierwszego
elementu i1 prawy wskaznik ostatniego elementu listy dwukierunkowej
zawieraja symbol nil (nie wskazuja na zadne elementy). Taka organizacja list
sprawia, ze w odroznieniu od tablic, gdzie uzywa si¢ indeksow, tutaj porzadek
elementéw jest okreSlony za pomoca wskaznikow zwiazanych z kazdym
elementem listy.

Przetwarzajac listy w pseudokodzie wprowadzimy specjalna zmienna typu lista
repezentujaca struktur¢ z rys. 2.2. Przyjmuje si¢, ze wskaznik na pierwszy
element listy jest pamigtany jako warto$¢ jej atrybutu o nazwie head.
Zaktadajac zatem, ze L jest zmienng oznaczajaca liste z rys.2.2, odwolanie do
wskaznika na poczatek tej listy zapisujemy jako head/L]. Operacje na listach
czesto wymagaja uzycia atrybutow takze dla pojedynczego elementu listy. Jesli
przyjac, ze x jest elementem listy dwukierunkowej, to odwotania do jego pol sa
mozliwe za pomoca nastgpujacych atrybutow (rys.2.3):

prev[x] - wskaznik na poprzedni element,
key[x] - zawarto$¢ informacyjna elementu,
next[x] - wskaznik na nastgpny element.
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prev key next

-—

- ei

Rys.2.3 Pola odpowiadajace atrybutom elementu listy.

Wprowadzony wczesniej symbol nil mozna takze traktowac jako ,,wskaznik
pusty”, stad head/[L]=nil oznacza, ze lista L jest pusta (nie zawiera zadnych
elementow). Z kolei spelnienie rownosci prev/x]/=nil oznacza, ze element x nie
ma poprzednika, jesli natomiast next/x]=nil, to element x nie ma nast¢pnika.

2.2.2 Podstawowe operacje na listach

Poszukiwanie elementu w liscie

Rozwazymy funkcje LISTA-POSZ z parametrami L i k, wyznaczajaca pierwszy
napotkany element listy L, ktorego pole key|x] (pole klucza) ma wartos¢ k. W
wyniku funkcja zwraca wskaznik na ten element, a jesli elementu nie
znaleziono, jest zwracana warto$¢ nil. Przyktadowy zapis funkcji LISTA-POSZ
przedstawiono w postaci kodu K.2.1.

K.2.1

LISTA-POSZ(L,k)

1 x¢«head[L]

2 dopoki x#nil i key[x] #k

3 wykonuj x ¢«next[x]

4 zwroé x
Poszukiwanie w tym algorytmie odbywa si¢ metoda przegladania kolejnych
elementow listy L. Na poczatku zmiennej x jest nadawana warto$¢ wskaznika na
poczatek listy. Nastepnie w petli dopoki x przyjmuje wartosci wskaznikéw na
kolejne elementy listy, az do znalezienia poszukiwanego elementu lub
wyczerpania elementow listy. Jesli liczbe elementow listy oznaczy¢ przez n, to
pesymistyczny czas dziatania tego algorytmu wynosi O(n), poniewaz w
najgorszym przypadku okaze si¢ konieczne sprawdzenie wszystkich elementow
listy.
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Wstawianie elementu do listy

Kod K.2.2 zawiera procedur¢ LISTA-WSTAW z parametrami L i x, ktdéra
dotacza nowy element x na poczatek listy L.

K.2.2

LISTA-WSTAW(L,x)

1 next[x]< head[L]

2 jesli head[L]#nil

3 toprevlhead[L]]«x
4 head[L]<x

5 prev|x]« nil

Wstawianie nowego elementu x na poczatek listy niepustej listy L zilustrowano

narys.2.4.
X
) KT I BN
head [L]
X
head [L]
X
0 T T A= PP
head [L]
X
head [L]
X

head [L]

Rys.2.4 Wstawianie nowego elementu do listy.
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Przed wykonaniem procedury wstawiania head[L] jest wskaznikiem na
poczatek listy, a x wskazuje na nowy element (rys.2.4a). Pierwsza operacja
wykonywang w linii 1 kodu K.2.2 jest nadanie wskaznikowi next[x] wartosci
head[L], co prowadzi do sytuacji pokazanej na rys.2.4b. Kolejne operacje
odpowiadajace liniom 3, 4 i 5 algorytmu przedstawiono odpowiednio na
rys.2.4c, 2.4d i 2.4e.

Czas dziatania procedury LISTA-WSTAW nie zalezy od liczby elementow w
liscie L, a zatem moze by¢ zapisany jako O(1).

Usuwanie elementu z listy

Wprowadzimy procedure LISTA-USUN(L,x) (kod K.2.3), ktora usuwa z listy L
element x.

K23

LISTA-USUN(L,x)

1 jesli prev|x]#nil

2 to next[prev|x]]¢« next|x]

3 inaczej head[L] <« next[x]

4 jeSli next[x]#nil

5  to prev[next|x]]« prev[x]
Wprawdzie procedura LISTA-USUN dzialta w czasie O(/), jednak
pesymistyczny koszt usunigcia elementu x, dla ktéorego zamiast wskaznika
znana bylaby tylko zawarto$¢ informacyjna (key[x]) wynosi O(n). Wynika to z

koniecznos$ci uprzedniego znalezienia elementu x, co wymagatoby uzycia
funkcji LISTA-POSZ (kod K.2.1).

Przedstawienie list za pomoca tablic

Reprezentacja list w pamigci jest mozliwa takze bez uzycia wskaznikow. Jeden
ze sposobow polegajacy na uzyciu tablic jednowymiarowych pokazano na
rys.2.5.
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a)

head [L] ni19 ‘16‘*‘_—_’1_‘4‘—L—_>L‘1

nil

1 2 3 4 6 7 8
b) next 3 |nil 2
key 4 |1 16
prev 512 7 nil

Rys.2.5 Reprezentowanie listy przy pomocy tablic jednowymiarowych.

Rysunek 2.5a przedstawia liste¢ (9 16 4 1) jako struktur¢ zbudowana przy
pomocy wskaznikow. Ta sama lista moze by¢ przedstawiona za pomoca trzech
tablic: next, key i prev w sposob pokazany na rys.2.5b. Tablica key zawiera
wartosci kluczy (czgs¢ informacyjna) elementéw listy, a wskazniki sa
reprezentowane przez tablice next i prev. Zatem dla pewnego indeksu i wartosci
prev]i], key|i] oraz next[i] lezace w kolumnie i okreslaja pojedynczy element
listy. Na przyktad element listy o kluczu 16 posiada poprzednika, ktérym jest
element przechowywany w tablicy key z indeksem 7. Jest to element o wartosci
klucza 9.

W podanym przyktadzie do reprezentacji list uzyto trzech tablic. Innym
mozliwym sposobem jest uzycie do tego celu tylko jednej tablicy.

2.3 Stosy i kolejki

Stosy i kolejki reprezentuja grupe obiektow, okreslanych jako struktury z
ograniczonym dostgpem. Ograniczenie polega na tym, ze tryb dodawania i
usuwania elementéw jest z gory ustalony i charakterystyczny dla danej
struktury.

2.3.1 Stosy

Struktura nazywana stosem posiada ustalony element nazywany wierzchotkiem,
ktory jest jedynym dostgpnym w danej chwili jej sktadnikiem. Sytuacja taka
oznacza, ze dowolna operacja usuwania ze stosu moze dotyczy¢ tylko jego
aktualnego wierzchotka. Ponadto dodanie nowego elementu do stosu jest
mozliwe tylko przez umieszczenie tego elementu na ,,szczycie” stosu, tak aby

-36 -



stal si¢ on nowym wierzchotkiem. Mowimy, Ze elementy stosu sa obstugiwane
wedtug porzadku LIFO (Last In First Out), co oznacza ,0statni przyszedt,
pierwszy wyszedl”.

Sugestywna ilustracja stosu moze by¢ pewna liczba talerzy pouktadanych jeden
na drugim. Przy dodawaniu kolejnego talerza najbardziej rozsadnym
postepowaniem jest umieszczenie go na samej gorze. W przypadku pobierania
talerza, zdejmujemy ten, ktory znajduje si¢ na szczycie, tj. zostat potozony jako
ostatni.

Jako struktury reprezentujacej stos w pamigci mozna uzy¢ tablicy
jednowymiarowej S [ln] Dla tej tablicy okreslimy atrybut top[S] podajacy

numer (indeks) elementu ostatnio umieszczonego na stosie. Stos sktada sig¢
zatem z elementéw S [1], S [2],..., S [top[S ]], gdzie S [1] oznacza element na dnie

stosu, a S [top[S ]] jest elementem na wierzchotku stosu (rys.2.6). Przyjmuje
sig, ze jesli top[S ] =0, to stos jest pusty i proba pobrania elementu z takiego

stosu spowoduje komunikat o blgdzie ,,niedomiaru®.

S[4) 9 top[S]=4

S[3] 2 S[top[S]]=9

S[2] 6 S[1]=15
Rys.2.6 Stos. S[1] 15

Tradycyjnie operacj¢ umieszczania na stosie nazywa si¢ PUSH, a operacj¢
zdejmowania ze stosu — POP. Postugujac si¢ zdefiniowana tutaj ,.tablicowa“
reprezentacja stosu operacj¢ umieszczania elementu x na stosie S mozna napisac
w postaci prostej procedury (kod K.2.4).

K24

PUSH(S,x)

1 top[S]« top[S]+1
2 S[top[S]]<x

Kod K.2.5 zawiera procedurg zdejmowania ze stosu. Procedura ta wykorzystuje
funkcj¢ STOS-PUSTY(S), sprawdzajaca czy stos jest pusty (kod K.2.6)
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K.2.5 K.2.6

POP(S) STOS-PUSTY(S)

1 jesli STOS-PUSTY(S) 1 jesli top[S]=0

2 to blad ,,niedomiar” 2  to TRUE

3 inaczej {top[S]< top[S]-1 3  inaczej FALSE

4 {zwréé S[top[S]+1]}

Nalezy zauwazy¢, ze uzycie procedury PUSH wymaga podania dwoch
argumentow, podczas gdy w przypadku procedury POP wystarczy tylko jeden
(identyfikator stosu). Wynika to stad, ze pobieranym elementem stosu moze by¢
w danej chwili tylko jego wierzchotek, tzn. element S[fop[S]].

2.3.2 Kolejki

Pojeciem kolejka okresla si¢ strukture¢ z ograniczonym dostgpem, dla ktorej
okreslono poczatek i koniec. Prosta ilustracja moze by¢ kolejka osob do kasy, w
ktorej nowe osoby maja prawo ustawic si¢ na koncu, a obstugiwana jest zawsze
osoba z poczatku. Tak jak w przypadku stosu, procedura obshugi kolejki ma
ogolnie przyjeta nazwe. Mowimy, ze elementy kolejki sa obstugiwane wedlug
porzadku FIFO (First In First Out), co oznacza ,,pierwszy przyszedt, pierwszy
wyszedt”

Podobnie jak dla stosu przyjmiemy tablicowa implementacje kolejki zaktadajac,
7ze elementy kolejki sa pamigtane w tablicy jednowymiarowej Q[ln]

Postuzymy sig nastgpujacymi atrybutami tablicy Q (rys.2.7):

head[Q] - indeks elementu znajdujacego sig na poczatku kolejki (glowa),
tail[ O] - indeks pierwszego wolnego elementu na koncu kolejki (ogon).
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
O 15/6|9(8 |4
head[Q]=7 taillQ]=12
Q[7]-15

Rys.2.7 Kolejka.

W procedurach wstawiania i usuwania elementu z kolejki bedziemy zaktadac,
ze tablica Q[ln] jest cykliczna, tzn. po elemencie Q[n] nastepuje element
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Q[I] Na poczatku przyjmuje si¢ head [Q] = tail [Q] =1. Spelnienie warunku
head|Q]= tail[Q] oznacza, ze kolejka jest pusta. Jesli natomiast zachodzi
réwno$¢ head[Q]:tail[Q]+l, to kolejka jest pelna. Przyjmujac tablicowa

reprezentacja kolejki operacj¢ umieszczania nowego elementu x w kolejce Q
mozna napisa¢ w postaci procedury ENQUEUE(Q,x) (kod K.2.7), a operacjg
usuwania z kolejki jako funkcje DEQUEUE(Q) (kod K.2.8).

K.2.7 K.2.8

ENQUEUE(Q,x) DEQUEUE(Q)

1 Qltail[Q]] ¢« x 1 x¢ Qlhead[O]]

2 jesli tail[O]= length[ O] 2 jesli head[ Q1= length[ O]

3 totail[Q]« 1 3 to head[Q]«1

4  inaczej tail[ O]« tail[Q]+1 4 inaczej head[Q]« head[Q]+1
5 zwro6é x

Obie procedury dzialaja w czasie O(/). Przyjeto takze, ze w przypadku
dodawania nowego elementu kolejka nie jest petna, a w przypadku, usuwania,
kolejka nie jest pusta.

2.4 Obliczanie wartoSci wyrazen z wykorzystaniem stosu

Zastosowanie stosu mozna pokaza¢ na przyktadzie obliczania wartosci prostych
wyrazen arytmetycznych, w ktorych wystepuja tylko liczby catkowite 0...9,
nawiasy ‘(‘ i ‘)’ oraz operacje dodawania i mnozenia. Do klasy takich wyrazen
naleza np.:

(2+1),

(2+1)%7),

5%(((9+8)*(4%6))+7), itp.

Stos okazuje si¢ by¢ wygodnym miejscem do pamigtania wynikéw posrednich
w takich obliczeniach. Na przyktad warto$¢ wyrazenia

5%(((9+8)*(4%6))+7)

moze by¢ wyznaczona w wyniku ciagu operacji na stosie pokazanych na
rys.2.8.
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a) b) 0 d) e)

ZERUJ(S) PUSH(S,5) PUSH(S,9) PUSH(S,8) PUSH(S,POP(S)+POP(S))
8
9 9 17
5 5 5 5
9) g) h) i)
PUSH(S,4) PUSH(S,6) PUSH(S,POP(S)*POP(S)) PUSH(S,POP(S)*POP(S))
6
4 4 24
17 17 17 408
5 5 5 5
J) k) 1)
PUSH(S,7) PUSH(S,POP(S)+POP(S)) PUSH(S,POP(S)*POP(S))
7
408 415
5 5 2075

Rys.2.8 Uzycie stosu do wyznaczania warto$ci wyrazenia.

Podczas wykonywania dowolnej operacji odpowiednie operandy sa pobierane
ze stosu, a wynik jest umieszczany takze na stosie. Zauwazmy, ze taki sposéob
wykonywania obliczen wymaga, aby operandy byly umieszczone na stosie,
zanim zostanie napotkany znak operacji. Pozadane byloby zatem, aby
wyrazenie zostalo wczesniej zapisane w pewnej postaci posredniej, w ktorej
operandy wystepuja zawsze przed znakiem operacji. Dla naszego wyrazenia jest
to zatem ciag znakow:

508+46**7+*

Taki zapis wyrazen jest nazywany zapisem postfiksowym albo odwrotnym
zapisem polskim. W odroznieniu od zapisu postfiksowego, tradycyjny zapis
matematyczny, gdzie operandy sa oddzielone znakiem operacji bedziemy
nazywac zapisem infiksowym. Istotng wlasciwoscia zapisu postfiksowego jest
takze to, ze nie wymaga on nawiasow. Pomimo braku nawiasow wyrazenia sa
obliczane od lewej strony do prawej we wlasciwej kolejnosci. Notacja

- 40 -



postfiksowa okazuje si¢ by¢ idealnym zapisem posrednim dla wyrazen
arytmetycznych, ktére maja by¢ obliczane za pomoca stosu. Mechanizm ten
mozna zastosowa¢ w kalkulatorach i w komputerowej realizacji jezykow
programowania.

Naszym zadaniem jest opracowanie algorytmu, ktory przeksztalca tradycyjny
zapis infiksowy w odwrotny zapis polski. Wczesniej jednak przedstawimy
pomocniczg procedur¢ LISTA-ODWR(L) (kod K.2.9), ktora realizuje prosta,
ale przydatna operacj¢ odwracania kolejnosci elementéw w liscie L.

K.2.9

LISTA-ODWR(L)
X « head[L]
head[LR] <« nil
dopoki x=nil
wykonuj { LISTA-WSTAW(LR,x)
x « next|x] }
head[L] < head[LR]

AN DN B W=

Procedura LISTA-ODWR(L) korzysta ze zmiennej roboczej LR, ktora jest typu
lista i stuzy do budowania listy odwroconej. Wykorzystuje si¢ przy tym
przedstawiona wczesniej procedure wstawiania nowego elementu do listy. Po
zbudowaniu listy odwrdconej wskaznik na jej poczatek staje si¢ wartoscia
wskaznika na poczatek listy L (linia 6 w kodzie K.2.9). Kolejne etapy
odwracania przyktadowej listy (9 16 4) za pomoca procedury LISTA-
ODWR(L) pokazano na rysunku 2.9.
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a)

head [L]—»| nil | 9 f:L 16‘ *L—_"_ 4 ‘nil

head [LR]=nil

b)
head [L] | nil| 9 f,:’L 16‘

head [LR]—» nil | 9 nil

c)

head/uﬂ nil| 9 ‘ ﬂ:H 16 f,:’E 4 | nil
head[ue]% nil | 16 ‘ ﬂ 9 ‘nil

d)

head/L]ﬂ nil| 9 ‘ _L:’H 16 f:’L 4 ‘nil
head/LR]ﬂ nil | 4 ‘ ﬂ: 16‘ _L:’a 9 | nil

e)

head(» nil| 9 e :‘_ 16‘
head [LR]—+ nil| 4 ‘ < | . 16 ’;4:»‘_. 9 ‘nil

Rys.2.9 Odwracanie listy.

4 ‘nil

I

Procedura odwracania listy zostanie wykorzystana w opisanym dalej
algorytmie INF-PSF przejscia od zapisu infiksowego do zapisu
postfiksowego. Przyktadowe wyrazenie infiksowe jest przeksztalcane na
wyrazenie postfiksowe w sposob pokazany na rys.2.10.
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tablica TWE | (|2 |+ |1 ]) | * |3

INF-PSF(TWE,LWY)

U

lista LWY (2 1 + 3 *)

Rys.2.10 Przejscie z zapisu infiksowego na postfiksowy.

Wejscie algorytmu stanowi tablica TWE zawierajaca pojedyncze znaki
zadanego wyrazenia infiksowego, a wynik (odwrotny zapis polski) jest
otrzymywany w postaci listy wyjsciowej LWY. Algorytm w postaci
procedury INF-PSF z parametrami 7WE i LWY zawiera kod K.2.10.

K.2.10

INF-PSF(TWE, LWY)

O 1N Ul AW DN

top[STOS] «0
head[LWY] <« nil
i1
powtarzaj
jesli TWE]i] jest liczba
to { key[x]« TWEJi]
LISTA-WSTAW(LWY, x) }
inaczej jesli TWE[i]="+" lub TWE[i{]="*"
to PUSH(STOS, TWE[i])
inaczej jesli TWE[i]=")”
to { key[x]« POP(STOS)
LISTA-WSTAW(LWY, x) }
i—it+l
az_do i>length[TWE]
jesli STOS-PUSTY (STOS)
to LISTA-ODWR(LWY)
inaczej { key[x]« POP(STOS)
LISTA-WSTAW(LWY x)
LISTA-ODWR(LWY) }

Algorytm analizuje kolejne elementy tablicy wejsciowej TWE. Jesli kolejny

element tej tablicy zawiera operand (liczbg), woéwczas jest ona niezwlocznie

umieszczana w liScie wyjsciowej. Operacja ta jest realizowana w liniach 6 1 7 1
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wymaga uzycia zmiennej pomocniczej x, ktora staje si¢ wskaznikiem do
dolaczanego elementu listy. Znaki operacji sa tymczasowo umieszczane na
stosie (linia 9). Lewe nawiasy sa ignorowane, a napotkanie prawego nawiasu
oznacza, ze oba operandy dla operacji wykonywanej na danym poziomie
zagniezdzenia obliczen juz wystapily i1 nalezy pobra¢ ze stosu odpowiadajacy
im znak operacji oraz dotaczy¢ go do listy wyjsciowej (linie 11 i 12). Dla
uproszczenia zaklada si¢, ze na danym poziomie zagniezdzenia wystepuja
doktadnie dwa operandy potaczone znakiem operacji. Nalezy takze zaznaczyc,
ze algorytm nie zajmuje si¢ ewentualnymi blgdami w wyrazeniach.

Linie od 15 do 19 zawieraja polecenia generujace koncowa posta¢ wyniku.
Warto zauwazy¢, ze lista wynikowa jest odwracana za pomoca procedury
LISTA-ODWR(LWY), dzigki czemu operandy i znaki operacji w wyrazeniu
postfiksowym pojawiaja si¢ w naturalnym porzadku ,,od lewej do prawe;”.

Jak juz wspomniano, gtownym powodem, dla ktorego stosujemy zapis
postfiksowy jest to, ze wartos¢ tak zapisanego wyrazenia moze by¢ tatwo
obliczona przy pomocy stosu. Algorytm wykonujacy takie obliczenie nie jest
zbyt skomplikowany, a przy jego opracowaniu pomocna moze okazaé si¢
analiza przyktadu obliczania wyrazenia 59 8 +4 6 * * 7+ * z rys.2.8.

2.5 Grafy

2.5.1 Grafy skierowane i nieskierowane

Zdefiniujemy podstawowe pojecia oraz sposob reprezentowania w pamigci dla
popularnej klasy struktur nazywanych grafami.

Definicja 2.1
Grafem nazywamy parg zbiorow G = (V, E ), gdzie V jest skonczonym zbiorem

wierzchotkow, a E jest zbiorem krawedzi. Przyklady grafow pokazano na
rys.2.11.
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Rys.2.11 Przyktady grafow: a) graf skierowany, b) graf nieskierowany.

Na rys.2.11a przedstawiono graf okreslany jako nieskierowany, dla ktorego

V={,2,34,5},a

E={1,2),(1,5),(2,3).(2,4),(2,5),(3.4),(4,5)}.

Zbior krawedzi E takiego grafu jest zatem zbiorem par (u,v), gdzie u,vel .
Zauwazmy, Ze pary (u,v) 1 (u,v) oznaczaja t¢ sama krawedz, a ponadto u # v
(nie wystepuja petle, tj. krawedzie prowadzace do tego samego wierzchotka).

Zbior krawedzi £ w grafie nieskierowanym jest zbiorem nieuporzadkowanych
par wierzchotkow (u,v). Krawedz (u,v) jest okreslana jako incydentna z

wierzchotkami u 1 v.

Na rys.2.11b pokazano graf skierowany, w ktorym
v =1{,2,3,4,56},a

E ={1,2),(1,4),(2,5),(3,5).(3,6),(4,2).(5.4),(6,6)} .

Zauwazmy, ze w grafie skierowanym moga wystapi¢ petle do tego samego
wierzchotka, a krawedz (u,v) jest tutaj okre$lana, jako wychodzaca

z wierzchotka u 1 wchodzaca do wierzchotka v.
Jesli (u,v) jest krawedzia grafu G = (V, E), to mowimy, ze wierzchotek u jest
sasiedni do wierzchotka v. Fakt ten dla grafu skierowanego mozna zapisa¢ jako

u—>v.

Liczbe wszystkich wierzchotkow grafu oznaczymy symbolem |V , a liczbe

krawedzi symbolem |E | .
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Definicja 2.2

Stopniem wierzchotka w grafie nieskierowanym nazywamy liczb¢ incydentnych
z nim krawedzi. W przypadku wierzchotkéw grafu skierowanego operuje sig
pojeciami stopnia wyjsciowego (liczba krawedzi wychodzacych) 1 stopnia
wejsciowego (liczba krawedzi wehodzacych).

Definicja 2.3

Sciezkq (drogq) dlugosci k z wierzchotka u do wierzchotka u' w grafie
G = (V,E ) nazywamy ciag wierzchotkow <v0,v,,...,vk>, takich, ze u =v, i
u'=v, oraz (v, ,v,)e E dla i=1,..k.

Definicja 2.4

Cyklem w grafie skierowanym nazywamy S$ciezke <v0 V) eees vk> zawierajaca co
najmniej jedna krawedz, dla ktorej v, = v, .

Definicja 2.5

Cyklem w grafie nieskierowanym nazywamy $ciezke <vo,v1 ,...,vk>, dla ktorej
v, =V, , wierzchotki v,,v,,...,v, saréznei k = 2.

Graf nie zawierajacy cykli nazywamy acyklicznym.

Definicja 2.6

Graf nieskierowany jest spdjny jesli kazda para wierzchotkow jest potaczona
sciezka. W przypadku grafu skierowanego istnieje pojecie silnej spojnosci,
ktére oznacza, ze kazde dwa wierzchotki sa osiagalne jeden z drugiego.

2.5.2 Sposoby reprezentowania grafow

Istnieja dwa podstawowe sposoby reprezentowania grafow. Sa to:

1. Listy sasiedztwa
2. Macierze sasiedztwa.

Przedstawienie grafow za pomoca list sgsiedztwa
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Jako strukturg reprezentujaca graf G = (V,E ) rozwazamy tablicg Adj rozmiaru
v

wierzchotka u €V liste Adj[u] tworza wszystkie wierzcholki v takie, ze

, ktorej elementami sa listy odpowiadajace wierzchotkom z V. Dla kazdego

(u,v)e E . Listy sasiedztwa dla grafow z rys.2.11a i 2.11b przedstawiono
odpowiednio na rys.2.12a 1 2.12b.

a) b)

1] > 2] o1+ 5]ni 1] el ol 2]+ F o] 4]nil
2| o> 1) o> 5| o 3 > 4nil 2|~ 5l
3| = 2| o> 4)nil 3| ~-> 6+ 5]ni
4 2 -5 3| nil 4 2 |nil
57 4 > 1 » 2| nil 57 4 |nil

- 6|~ 6|nil

Rys.2.12 Listy sasiedztwa.
Zaleta reprezentacji listowej jest to, ze umozliwia ona przedstawienie w zwarty
sposob grafow rzadkich, dla ktorych |E| << |V|2. Przy takiej reprezentacji

rozmiar wymaganej pamigci wynosi O(maxQV E |)) = OQV| + |E|)

b

Przedstawienie grafow za pomoca macierzy sasiedztwa

Graf G = (V, E ) moze by¢ reprezentowany takze przez tablice dwuwymiarowa,
sktadajaca si¢ wylacznie z zer i jedynek, nazywana macierzq sqsiedztwa.
Zaktadamy wtedy, ze wierzchotki grafu sa ponumerowane od 1 do |V| . Macierz

sasiedztwa jest tablica dwuwymiarowa A = (ai/) (1 <i< |V|,l <j< |V|), gdzie

{1 jesli (i,/)€E,
a =

Y |0 w przeciwnym razie.

Macierze reprezentujace grafy z rys.2.11a i 2.11b przedstawiono odpowiednio
narys.2.13a12.13b.
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1 23 45 1 23 456
11ol1]o0|o]1 1lol1]ol1]0]|0
2/ 1]o0l1]1]1 2lololo|ol1]o
3lol1]lol1]0 3lolo|olo|1|1
4lol1]1]0]1 4/ol1]ololo]o
50111]0[1]0 5/0lo0]0]1]0]|0

6/0/olojo]o|1

Rys.2.13 Macierze sasiedztwa.
Taka reprezentacja jest korzystna wowczas, gdy graf jest ,,gesty” tzn, |E| jest
bliskie |V|2 lub gdy wystepuje potrzeba szybkiego stwierdzania, czy istnieje

krawedz taczaca dwa zadane wierzchotki. Rozmiar wymaganej pamigci wynosi

OQV|2). Dla grafu nieskierowanego pami¢¢ mozna zaoszczedzié,

wykorzystujac symetryczno$¢ macierzy sasiedztwa.

2.6 Drzewa

2.6.1 Definicje

Zdefiniujemy podstawowe pojecia odnoszace si¢ obszernej klasy struktur
danych okreslanych jako drzewa.

Definicja 2.7

Drzewem zorientowanym (skierowanym) nazywamy skierowany graf acykliczny
spetniajacy nastepujace trzy warunki:

1. Istnieje doktadnie jeden wierzchotek, do ktérego nie dochodzi zadna
krawedz. Wierzchotek ten nazywamy korzeniem drzewa.

2. Dla dowolnego wierzchotka v w drzewie istnieje droga prowadzaca od
korzenia do tego wierzchotka i jest to droga jedyna.

3. Kazdy wierzchotek nie bgdacy korzeniem ma doktadnie jedna krawedz
wchodzaca do niego.
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Dla drzewa zorientowanego z rys.2.14 zbiorem wierzcholkéw jest
V ={1,2,3,4,5,6,7}, a zbiorem krawedzi E = {(1,2),(1,3),(2.4),(2,5),(2,6)3.,7)}.

Korzeniem jest wierzchotek 1.

Czgsto rozwaza si¢ drzewa niezorientowane, tj. takie, w ktorych istnieje droga
nie tylko od korzenia do pewnego wezla lecz droga w obu kierunkach.

Definicja 2.8
Drzewem niezorientowanym nazywamy graf nieskierowany, ktory jest:
1. Spdjny tj. istnieje droga pomiedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami.

2. Acykliczny.
3. Posiada wyrdzniony wierzchotek nazywany korzeniem

Drzewa niezorientowane bedziemy przedstawiac¢ graficznie w sposob pokazany
narys. 2.15.

»© © @ OJOXCNO,

Rys.2.14 Drzewo zorientowane. Rys.2.15 Drzewo niezorientowane.
W przypadku drzew wierzcholki czgsto nazywa sig weziami.
Definicja 2.9
Jesli rozwazy¢ krawedz (v, w) € E w drzewie zorientowanym, to wezet v jest

nazywany rodzicem wierzchotka w, a wegzel w jest nazywany synem
wierzchotka v. Pojgcie rodzica i syna ma zastosowanie takze dla drzew
niezorientowanych. W tym przypadku takze rozwaza si¢ krawedz (v, w) ek,z
tym, ze wezet v jest weztem polozonym o jeden poziom wyzej w strukturze
drzewa niz wezet w.

Definicja 2.10

Jezeli w drzewie zorientowanym istnieje droga prowadzaca od wezta v do wezta
w, to wezel w nazywamy potomkiem wezta v, a wezet v nazywamy przodkiem
wezta w. Dla drzewa niezorientowanego nalezy zaznaczy¢, ze wezel v jest
potozony wyzej w strukturze drzewa niz we¢zet w.
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Definicja 2.11

Pewien wezel v wraz ze wszystkimi jego potomkami nazywamy poddrzewem.
Wezet v jest wtedy okreslany jako korzen tego poddrzewa.

Definicja 2.12

Wezet nie posiadajacy potomkoéw nazywamy /lisciem.

Definicja 2.13

Glebokosciq wezta nazywamy dlugos¢ drogi od korzenia do tego wezta.
Definicja 2.14

Wysokos¢ wezta oznacza maksymalng dlugos¢ drogi od tego wezta do liscia.
Wysokoscia drzewa jest zatem wysokos$¢ jego korzenia.

W wielu zastosowaniach przydatne sg tzw. drzewa uporzqdkowane.

Definicja 2.15

Drzewem uporzqdkowanym nazywamy drzewo, w ktorym zbior synow kazdego
wezla jest uporzadkowany. W graficznej reprezentacji drzew uporzadkowanych
bedziemy zaklada¢, ze synowie kazdego wezta sa uporzadkowani od lewej
strony do prawe;.

2.6.2 Drzewa binarne

Wazna klas¢ drzew uporzadkowanych stanowia drzewa binarne.

Definicja 2.16

Drzewem binarnym nazywamy drzewo spetniajace dwa warunki:

i.  Kazdy wezet posiada co najwyzej dwoch synow
ii.  WSsrdd synow kazdego wezta da si¢ wyrozni¢ lewy i prawy.

Przyktad drzewa binarnego przedstawia rys. 2.16a, a prosty sposob
reprezentowania tego drzewa za pomoca tablic pokazano na rys. 2.16b.
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Rys.2.16 Reprezentowanie drzewa binarnego za pomocg tablic.

W  proponowanym tutaj sposobie reprezentowania drzewa binarnego
wykorzystuje si¢ dwie tablice jednowymiarowe LS i RS. Dla pewnego indeksu
i elementy tablic LS[i] 1 RS[i] stuza do pamigtania indeksow odpowiednio
lewego i prawego syna wezta i.

Ze wzgledow praktycznych zwiazanych z zastosowaniem drzew binarnych
w algorytmach istotny jest sposob (kolejnos¢) przechodzenia weztow takiego
drzewa. Drzewo pokazane na rys.2.17, ktore postuzy jako przyktadowe podczas
prezentowania réznych metod przechodzenia drzewa binarnego.

oG
@ (8
Rys.2.17 Przyktad drzewa binarnego.

Zdefiniowane zostana trzy metody przechodzenia (odwiedzania) weztow
drzewa binarnego.

Przechodzenie drzewa metoda preorder

Odwiedzanie kolejnych weztow drzewa binarnego metoda preorder odbywa sig
wedhug algorytmu:

1. Odwiedz pewien wegzet.
2. Przejdz metodq preorder kolejno poddrzewa: lewe i1 prawe, ktoérych
korzeniami sg synowie rozwazanego wezla.
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Ogdlny schemat metody preorder przedstawiono na rys.2.18a, a kolejnos¢
przechodzenia weztéw drzewa binarnego z rys.2.17 zaznaczono na rys.2.18b.
Przechodzenie rozpoczgto od korzenia.

a)

YONEN

Rys.2.18 Ilustracja metody preorder.

Do okreslenia metody preorder uzyto samego definiowanego pojecia (metoda
preorder). Taki sposob definiowania nazywa si¢ rekurencyjnym i bedzie
zastosowany takze przy definiowaniu dwoch pozostatych metod.

Przechodzenie drzewa metoda postorder

Odwiedzanie kolejnych we¢ztow drzewa binarnego metoda postorder odbywa
si¢ wedtug algorytmu:

1. Przejdz metodq postorder kolejne poddrzewa: lewe i prawe, ktorych
korzeniami sg synowie rozwazanego wezla.

2. Odwiedz rozwazany wezet.

Ogdlny schemat metody postorder przedstawiono na rys.2.19a, a kolejnos¢
przechodzenia weztow drzewa binarnego z rys.2.17 zaznaczono na rys.2.19b.

a) b) 8

Rys.2.19 Ilustracja metody postorder.

Przechodzenie drzewa metoda inorder

Odwiedzanie kolejnych wezlow drzewa binarnego metoda inorder odbywa sig
wedhug algorytmu:
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1. Przejdz metodq inorder lewe poddrzewo potomkow rozwazanego wezta.
2. Odwiedz rozwazany wezet.
3. Przejdz metodq inorder prawe poddrzewo potomkow rozwazanego wezla.

Ogo6lny schemat metody inorder przedstawiono na rys.2.20a, a kolejnosc
przechodzenia wezlow drzewa binarnego z rys.2.17 zaznaczono na rys.2.20b.

a)

Rys.2.20 Ilustracja metody inorder.

Drzewa regularne i pelne

Zdefiniujemy jeszcze dwie podklasy drzew binarnych tj. drzewa regularne i

drzewa petne.
Definicja 2.17

Regularnym drzewem binarnym nazywamy drzewo, w ktérym kazdy z weziow
jest albo lisciem, albo posiada jednoczesnie lewego 1 prawego syna.

a) b)

Rys.2.21 Drzewa binarne: regularne (a) i nieregularne (b).
Zgodnie z definicja 2.17 drzewo na rys.2.21a jest regularne, podczas gdy
drzewo na rys.2.21b nie jest.
Definicja 2.18

Drzewo binarne nazywamy pefnym gdy istnieje liczba k taka, ze dla kazdego
wezla o glebokosci mniejszej niz k wystepuja oba wezly bedace jego synami, a
kazdy wezet o glebokosci k jest liciem.
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Rys.2.22 Drzewa binarne: pelne (a) i niepelne (b).

Zatem pelne drzewo binarne to takie drzewo, w ktorym dla wszystkich weztow
wewnetrznych (tj. nie bedacych lis§¢mi) wystepuja jednoczesnie obaj synowie, a
glebokos¢ wszystkich lisci jest jednakowa. Zgodnie z definicja 2.18 drzewo na
rys.2.22a jest pelne, podczas gdy drzewo na rys.2.22b nie jest.

2.6.3 Uzycie struktur wskaznikowych

Podobnie jak listy, drzewa czgsto sa reprezentowane przy uzyciu struktur ze
wskaznikami. Analogicznie do elementow listy, wezly drzewa sa wtedy
strukturami o kilku polach, wsréd ktorych wystepuje pole klucza oraz
dodatkowe pola przeznaczone do pamigtania wskaznikow do innych weztow
(rys.2.23). Liczba i sposdb interpretacji tych wskaznikéw na ogo6t zalezy od
rodzaju drzewa.

key
oo s

\

Rys.2.23 Wezel drzewa reprezentowanego za pomoca struktur ze wskaznikami.

Drzewa binarne

Struktura pojedynczego wezta drzewa binarnego jest pokazana na rys.2.24.

P
key
left | right

Rys.2.24 Wezel drzewa binarnego jako struktura ze wskaznikami.

W kazdym wezle drzewa binarnego jest pamigtana czgs¢ informacyjna wezta
(pole key) oraz wskazniki p - do wezta rodzica, left — do lewego syna i right —
do prawego syna tego wezta. W pseudokodzie dla pewnego wezta x operowaé
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bedziemy odpowiednio atrybutami key[x]|, p[x], lefi[x] oraz right[x]. Jesli
plx]=nil, to wezet x jest korzeniem. Jesli natomiast leff[x]=nil lub right[x]=nil to
wezet x nie ma odpowiednio lewego lub prawego syna. Atrybut root[T] drzewa
T oznacza wskaznik na korzen drzewa. Jesli root[T]=nil to drzewo jest puste.
Przyktad reprezentowania drzewa binarnego z rys.2.25a przy uzyciu
wskaznikéw pokazano na rys.2.25b.

a) b) root|T]

o \ nil

egeag //«/3\\

nil | nil nil | nil nil [ nil

Rys.2.25 Proste drzewo binarne jako struktura ze wskaznikami.

Drzewa o dowolnej strukturze

W przypadku jesli na struktur¢ drzewa nie naktada si¢ wstepnych ograniczen,
tzn. liczba synow kazdego wezta nie jest z gory ustalona, bardziej odpowiednia
dla pojedynczego wezta jest struktura pokazana na rys.2.26. Umozliwia ona
reprezentacje dowolnego drzewa o n wegztach w pamigci O(n)

p
key
leftchild | rightsibling

Rys.2.26 Wezel drzewa dowolnego jako struktura ze wskaznikami.

W kazdym wezle drzewa wystepuja teraz nastepujace pola:

plx] - wskaznik na wezet-rodzic,

key|x] - zawarto$¢ informacyjna wezta,

leftchild|x] - wskaznik na wezel-syn potozony najbardziej z lewe;,
rightsibling[x] - wskaznik na prawego ,,brata” tj. prawy sasiedni wezet

bedacy synem tego samego wezla-rodzica.

-55-



W pseudokodzie dla pewnego wezlta x operowac¢ bedziemy odpowiednio
atrybutami p[x], key[x], leftchild[x] oraz rightsibling[x]. Jesli wezet x nie ma
synoéw, to leftchild[x]=nil. Je$li natomiast jest on najbardziej na prawo
polozonym synem pewnego wezta to rightsibling[x]=nil. Przyktad
reprezentowania drzewa z rys.2.27 przy uzyciu wskaznikow pokazano na
rys.2.28.

Rys.2.27 Drzewo o strukturze dowolne;j.

root{T]
N il
A
e | ni
P / | —
B C D
21 e A o | ni
o . ' ¢ Yo e »
E F G H I J K
ni| e nil nil] o—t—w nil] of—m o] @ nil | nil nil | nil
. J S
L M N
nil | nil nil[ e »{ nil | nil

Rys.2.28 Drzewo z rys.2.27 jako struktura ze wskaznikami.

2.7 Rekursja

Rekursje nazywana takze rekurencjq zastosowaliSmy juz, definiujac metody
przechodzenia weztow drzewa binarnego.
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Zastosowanie rekurencji czesto prowadzi do bardziej przejrzystych i
zrozumiatych definicji i algorytmow. Przyktadami sa m.in. takze rekurencyjne
definicje listy i drzewa binarnego.

Definicja 2.19 (Rekurencyjna definicja listy)

Listq nazywamy struktur¢ zdefiniowana na skonczonym zbiorze elementow,
ktora:

e albo nie zawiera zadnych elementow i jest nazywana lista pustq,

e albo jest konkatenacja (potaczeniem) elementu i listy.

Definicja 2.20 (Rekurencyjna definicja drzewa binarnego)

Drzewo binarne jest struktura zdefiniowana na skonczonym zbiorze weztow w

ten sposob, ze:

e albo nie zawiera zadnych weztow 1 jest nazywane drzewem pustym,

e albo sktada si¢ z trzech roztacznych zbioréw weztow: korzenia, drzewa
binarnego nazywanego lewym poddrzewem oraz drzewa binarnego
nazywanego prawym poddrzewem.

Rekurencjg stosuje si¢ powszechnie takze jako metode organizacji obliczen.

Definicja 2.21

Procedure, ktora bezposrednio lub posrednio wywoluje sama siebie nazywamy
rekurencyjnq.

Przyklady algorytmow rekurencyjnych

Przyklad 2.1

Typowym zadaniem, gdzie mozna zastosowac rekurencje¢ jest obliczanie potegi
dodatniej liczby m wedlug zaleznosci:

) {mxm”1 dlan>1
m =

. 2.1
1 dlan=0 @1

Zaktadamy, ze wyktadnik potegi n przyjmuje wartosci catkowite nieujemne. Jak
wynika z zalezno$ci (2.1) w celu obliczenia n-tej potegi liczby m nalezy
obliczy¢ (n-1)-sza potege m 1 pomnozy¢ otrzymana warto$¢ przez m.

-57 -



Przypadkiem szczegdlnym jest n=0, kiedy warto$¢ potegi wynosi 1. Algorytm
taki realizuje procedura rekurencyjna K.2.12.

K.2.12

POTEGA-M-DO-N(m,n)

1 jeslin=0

2 to zwro¢ 1

3 inaczej zwroé (m * POTEGA-M-DO-N(m,n-1))
W kolejnym wywotaniu procedura POTEGA-M-DO-N sprawdza wartos¢
wyktadnika potegi n. Jesli wartos$¢ ta wynosi 0, wowczas jako wynikiem tego
wywotania procedury jest wartos¢ 1. W przeciwnym razie procedura wywoluje
sama siebie w celu obliczenia m"™", obliczona warto$¢ jest mnozona przez m,

po czym obliczony iloczyn jest zwracany jako efekt biezacego wywotania
procedury.

Dziatanie procedury rekurencyjnej latwiej jest §ledzi¢ przy pomocy prostej
symulacji graficznej, przedstawiajacej kolejne wywotania oraz zwracane
wartosci [8]. Na rys.2.29 pokazano w ten sposoéb porzadek wywolan
rekrencyjnych oraz zwracane warto$ci podczas obliczania warto$ci 3%,

Wywotanie: 1 > Wywolanie: 2 Wywotanie: 3 Wywotanie: 4 Wywotanie: 5
m: 3 m: 3 m: 3 m: 3 m: 3

n: 4 n: 3 n: 2 n: 1 n: 0
Wartosé: 81 Wartosc: 27 Warto$c: 9 Wartosc¢: 3 Warto$¢: 1

Rys.2.29 Tlustracja wywotan w procedurze rekurencyjnej obliczania potegi.

Pierwsze wywolanie procedury ma posta¢, POTEGA-M-DO-N(3,4), zatem
najbardziej potozony na lewo prostokat pokazuje warto§ci parametrow m i n
jako réwne odpowiednio 3 i 4. W kolejnych wywotaniach warto$¢ n zmniejsza
si¢ kazdorazowo o 1, az do osiagnigcia wartosci 0, co konczy dalsze wywotania.
Wowczas sa obliczane wartosci kolejnych potgg i zwracane na coraz wyzsze
poziomy wywolan, przy czym na najwyzszy poziom jest zwracany wynik
koncowy wynoszacy 81.

Przykilad 2.2

Jako drugi przyklad rozwazymy przedstawiony w [1] algorytm przechodzenia
metoda inorder drzewa binarnego reprezentowanego za pomoca tablic LS i RS
(zob.rys.2.16). Procedura przechodzenia jest przedstawiona jako kod K.2.13.
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K.2.13

DRZB-INORDER (wezef)

1 jesli LS[wezef]#0

2 to DRZB-INORDER(LS[wezef])
3 NUMER|wezet]« licznik

4 licznik < licznik+1

5 jesli RS[wezel]#0

6 to DRZB-INORDER(RS[wezef])

W algorytmie przyjeto, ze istnieje pewna zmienna globalna licznik, na poczatku
rowna 1. Przy pierwszym wywotaniu procedury parametr wejsciowy wezef
powinien mie¢ takze warto$¢ 1. Wynikiem koncowym jest wypetnienie tablicy
NUMER okreslajacej kolejnos¢ przechodzenia weziow drzewa w ten sposob, ze
element NUMER[i] zawiera liczb¢ naturalng pokazujaca jako ktéry z kolei jest
odwiedzany wezet i.

Pytania kontrolne

1. Omowic liste dwukierunkowa i jej reprezentacj¢ przy uzyciu wskaznikow.

2. Przedstawi¢ podstawowe operacje na listach:
a) przeszukiwanie listy;
b) wilaczanie nowego elementu;
c) usuwanie z listy;
d) odwracanie kolejnosci elementow.

3.  Omowic stos i jego reprezentacje tablicowa. Przedstawi¢ podstawowe
operacje na stosie.

4.  Omowic¢ kolejke i jej reprezentacje tablicowa. Przedstawi¢ podstawowe
operacje dla kolejki.

5. Przedstawic¢ algorytm przejscia od zapisu infiksowego na zapis
postfiksowy dla prostych wyrazen.

6. Omowic sposoby przedstawienia listy za pomoca:
a) kilku tablic;
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b) jednej tablicy.

7. Podac definicje i sposoby reprezentacji grafow.

8. Podac definicje i sposoby reprezentacji drzew.

9. Poda¢ rekurencyjng definicj¢ listy i drzewa.

Zadania

1. Zaproponowac sposob przedstawienia stosu za pomoca listy. Napisacé
procedury POP i PUSH dla reprezentacji listowe;.

2. Zaproponowac sposob przedstawienia kolejki za pomoca listy. Napisac
procedury ENQUEUE i DEQUEUE dla reprezentacji listowe;.

3. Napisa¢ w pseudokodzie algorytm wyznaczania warto$ci prostych wyrazen
zapisanych w notacji postfiksowej. Zaktada si¢, ze wyrazenia zawieraja
tylko pojedyncze cyfry oraz znaki operacji + i *. Nalezy wykorzystac stos.

4. Napisa¢ algorytm zliczania elementow w podane;j liscie:

a) bez wykorzystania rekursji;
b) z wykorzystaniem rekurs;ji.

5. Rozwazy¢ listy zagniezdzone, tj. takie, ktorych elementy moga same by¢
listami. Stosujac rekursj¢ napisa¢ algorytm wyznaczajacy ogolna liczbe
elementow w listach o dowolnym stopniu zagniezdzenia.

6. Wieze Hanoi. Stosujac rekursje nalezy zaprogramowac przeniesienie n

dyskow z preta A na pret B, wykorzystujac przy tym pret C jako
pomocniczy. Funkcja powinna zwracac ilos¢ ruchow potrzebnych do
wykonania takiej operacji. Wejsciem jest liczba dyskow n.

=

A B C

Powinny przy tym by¢ spelnione nastgpujace warunki:

- tylko jeden dysk moze by¢ przenoszony rownoczesnie,

- wszystkie dyski maja rozne $rednice i nigdy dysk wigkszy nie moze by¢
polozony na mniejszym,

- wyjSciowym potozeniem jest sytuacja na rysunku.
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3  Zastosowanie drzew i algorytmy przeszukiwania

3.1 Drzewa przeszukiwan binarnych

Drzewa przeszukiwan binarnych okreSlane takze jako drzewa BST (binary
search trees) stanowia specjalng klas¢ drzew binarnych, dla ktérych mozna
stosunkowo latwo skonstruowaé podstawowe algorytmy jak: wyszukiwanie,
minimum, maksimum, dotaczanie itd. Podstawowe operacje na drzewach BST
wymagaja czasu proporcjonalnego do wysokosci drzewa.

Definicja 3.1

Drzewem przeszukiwan binarnych (BST) nazywamy drzewo binarne, w ktérym
warto$ci kluczy sa przechowywane w taki sposob, aby spetnialy tzw. wlasnos¢
drzewa BST, zgodnie z ktora dla dowolnego wezta x zachodzi:

o jesli y jest weztem lewego poddrzewa wezta x, to key[y] < key[x] oraz
e jesli y jest weztem prawego poddrzewa wezla x, to key[y] > key[x].

Przyktady drzew BST przedstawia rys. 3.1.

a) b) (2

Rys.3.1 Przyktady drzew BST.

W drzewach BST z rys.3.1a i 3.1b wystepuja dokltadnie te same wartosci
kluczy, lecz ze wzgledu na wigksza wysoko$¢ drzewo z rys.3.1b jest mniej
efektywne podczas wykonywania typowych operacji.
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Podana wiasno$¢ drzewa BST pozwala w prosty sposob posortowac rosnaco
(wypisa¢ w porzadku rosnacym) klucze wszystkich wezlow drzewa. W tym
celu wystarczy wykorzysta¢ metodg przechodzenia inorder, jak uczyniono to w
algorytmie przedstawionym jako kod K.3.1.

K3.1

DRZB-INORDER1(x)

1 jesli x=nil

2 to { DRZB-INORDERI1 (/efi[x])

3 wypisz key[x]

4 DRZB-INORDERI1(right[x]) }

W algorytmie zatozono, ze drzewo BST jest reprezentowane za pomoca
struktury ze wskaznikami. Parametrem procedury przy pierwszym jej
wywotaniu jest wskaznik na wezel-korzen. Procedura sprawdza, czy rozwazany
wezel istnieje (linia 1), po czym realizuje kolejno nastgpujace czynnosci:
wywotuje przechodzenie lewego poddrzewa, wypisuje warto$¢ klucza w wezle
oraz wywoluje przechodzenie prawego poddrzewa. W ten sposob dla drzewa z
rys.3.1 zostanie wypisany ciag kluczy: 2355 7 8.

3.1.1 Przeszukiwanie w drzewach BST

Przeszukiwanie w drzewie BST jest realizowane przy pomocy rekursywnej
funkcji BST-POSZ(x,k) (kod K.3.2).

K.3.2

BST-POSZ(x,k)

1 jesli x=nil lub k= key[x]
to zwréé x

jesli k<key[x]
to zwro¢ BST-POSZ(lefi[x],k)
inaczej zwrdoé BST-POSZ(right[x].k)

DR W N

Parametr x jest wskaznikiem do pewnego wezla (w szczegdlnosci moze byc
wskaznikiem do korzenia drzewa), a k warto$cia poszukiwanego klucza.
Przeszukiwanie odbywa sig¢ w poddrzewie, ktorego korzeniem jest x. Funkcja
zwraca wskaznik do znalezionego wezta lub ni/ jesli wezet o podanym kluczu
nie istnieje. Przeszukiwanie rozpoczyna si¢ od wezta poczatkowego i jest
kontynuowane w dot drzewa. Dla kazdego wezla x, ktory nie jest pusty,
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algorytm poréwnuje wartos¢ klucza dla tego wezla z wartoscia poszukiwana .

Jesli wartos$ci te sa réwne, to przeszukiwanie zostaje przerwane (we¢zel zostat

znaleziony). Je§li x ma warto$¢ nil to przeszukiwanie takze zostaje przerwane

(wezel nie zostal znaleziony). Jesli natomiast sprawdzany wezet ma warto$¢

klucza inng od poszukiwanej, wowczas korzystamy z wlasnosci drzewa BST w

nastepujacy sposob:

e poszukujemy dalej tylko w lewym poddrzewie, jesli wartos¢
poszukiwanego klucza byta mniejsza od napotkanego,

e poszukujemy dalej tylko w prawym poddrzewie, jesli warto§¢
poszukiwanego klucza byta niemniejsza od napotkanego.

Algorytm przeszukiwania w drzewie BST mozna takze napisa¢ nie stosujac
rekursji. Wersje bez rekursji okreslang takze jako wersja iteracyjna przedstawia
kod K.3.3.

K33
BST-POSZ-ITER(x,k)
1 dopéki x=nil i k#key|x]

2 wykonuj jesli k<key[x]

3 to x<left[x]

4 inaczej x<right[x]
5 ZwWroé x

3.1.2 Inne operacje na drzewach BST

Poszukiwanie wezta o minimalnym kluczu

Algorytm poszukiwania we¢zla o minimalnym kluczu w drzewie BST realizuje
funkcja BST-MIN(x) (kod K.3.4).

K34

BST-MIN(x)

1 dopoki left[x]#nil

2 wykonuj x<left[x]

3 ZwWroé x
Przeszukiwanie rozpoczyna si¢ od dowolnego wezla x i odbywa si¢ w
poddrzewie, ktérego korzeniem jest wezet x. Wezel o minimalnym kluczu jest
poszukiwany wedlug prostej strategii ,,podazania” za wskaznikiem [eft
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kolejnych weztow, az do napotkania wezta, dla ktorego wskaznik lefi[x] jest
pusty. Wezet o minimalnym kluczu jest zatem lewym skrajnym wezlem w
przeszukiwanym poddrzewie.

W analogiczny sposdéb mozna napisa¢ funkcje wyszukiwania wezla o
maksymalnym kluczu. Latwo zauwazy¢, ze obie funkcje dzialaja w czasie O(h),
gdzie A jest wysokos$cia drzewa BST.

Nastepniki i1 poprzedniki

Problem poszukiwania nastepnika pewnego wezta x w drzewie BST polega na
udzieleniu odpowiedzi na pytanie: ktory wezel bedzie odwiedzany jako
nastepny po x podczas przechodzenia drzewa w porzadku inorder. Jesli
wszystkie klucze sa rézne, to nastgpnikiem wezta x jest wezet o najmniejszym
kluczu, wiekszym niz key[x]. Drzewo BST zapewnia wyznaczenie nastgpnika
bez wykonywania operacji porownania. Skonstruujemy funkcjg BST-NAST(x)
(kod K.3.5), gdzie parametr x jest wskaznikiem na rozwazany wezel, a w
wyniku jest zwracany wskaznik na nastgpnik wezta x. Je§li x nie posiada
nastepnika, wowczas jest zwracany wskaznik pusty nil.

K.3.5
BST-NAST(x)

1 jesli right[x]#nil

2 to zwrdo¢ DRZB-MIN(right[x])
3 y<plx]

4 dopdéki x=nil ix=right[y]

5 wykonuj { x<y

6 y<ply] }

7 Zwroc y

W algorytmie K.3.5 rozwazono dwa przypadki. Jesli wezel x posiada prawe
poddrzewo, to nastgpnik wyznacza si¢ tatwo, gdyz jest to najmniejszy wezet
prawego poddrzewa. W przypadku, gdy wezel x nie ma prawego poddrzewa
(ale ma nastepnik y), to y jest najnizszym przodkiem wezta x, takim, ze jego
lewy syn jest takze przodkiem x.

W drzewie BST na rys.3.2 nastgpnikiem wezta 13 jest wezet 15. Aby go
wyznaczy¢, wystarczy przejs¢ w gore drzewa do napotkania wezta, ktory jest
lewym weztem-synem swojego rodzica. Przeszukiwanie takiego wezta odbywa
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si¢ w wierszach 3-6 algorytmu K.3.5. Znaleziona warto$¢ y jest zwracana w
wierszu 7.

© @9
3 @ 1) @9
@ @ O

Rys.3.2 Drzewo BST, w ktorym nastegpnikiem wezta 13 jest wezet 15.

Dla drzewa o wysokosci / algorytm wyznaczania nastgpnika, podobnie jak
analogiczny algorytm wyznaczania poprzednika, dzialaja w czasie O(#).

Operacje wstawiania i usuwania

Operacje wstawiania i usuwania w drzewie BST tym rdznia si¢ od dotychczas
omowionych operacji, ze modyfikuja (zmieniaja) one dynamiczna strukturg
drzewa. W ogélnym przypadku dynamiczna struktura drzewa musi by¢ wtedy
przeorganizowana tak, aby zachowa¢ wlasnos¢ drzewa BST. Omowimy
procedur¢ wstawiania nowego wezta z do drzewa przeszukiwan binarnych T
(kod K.3.6).

K.3.6

BST-WSTAW(T,z)

1 y<—nil

2 x<root[T]

3 dopoki x=nil

4 wykonuj { y<x

5 jesli key[z]<key[x]

6 to x<left[x]

7 inaczej x<right[x] }
8  plzl«y

9 jesli y=nil

10 to root[T)«z

11 inaczej jesli key[z]<key[y]
12 to lefi[y]«z

13 inaczej right[y]<—z
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Zaktada sig, ze wstawiany wezel przygotowano w ten sposob ze key[z]=v,
left|z]=nil oraz right[z]=nil. W wyniku wykonania procedury wstawiania,
drzewo wejsciowe T oraz pole p[z] sa modyfikowane tak, ze z staje si¢ wgztem
drzewa T.

Podobnie jak w przypadku procedury wyszukiwania, przegladanie, drzewa
rozpoczyna si¢ w korzeniu i przebiega w dot drzewa. Wskaznik x postepuje po
pewnej $ciezce w drzewie, a zmienna y zawiera wskazanie na rodzica wezla x.
W wierszach od 3 do 7 wskazniki x i y sa przesuwane w dot drzewa w kierunku
prawym lub lewym, w zaleznosci od wyniku poréwnania kluczy elementow
wstawianego 1 napotkanego. Proces ten trwa az do chwili, gdy x przyjmie
warto$¢ nil i w tym wlasnie miejscu jest wstawiany nowy wegzet. Wstawianie
odbywa si¢ w wierszach od 8 do 13.

3.2 Kopce

3.2.1 Definicja i wlasno$¢ kopca
Definicja 3.2

Kopiec (heap) to struktura, ktéra moze by¢ rozpatrywana jako rodzaj ,,prawie
petnego” drzewa binarnego (rys.3.3a). Drzewo to jest pelne w tym sensie, ze
jest wypelnione na wszystkich poziomach z wyjatkiem by¢ moze najnizszego,
ktory jest wypeliony od lewej do prawej do pewnego miejsca. Jednoczesnie
rozwaza si¢ tablice A, ktorej elementy odpowiadaja weztom drzewa w sposob
wynikajacy z poréwnania rysunkow 3.3a i 3.3b.

Tablica A reprezentujaca kopiec posiada dwa nastepujace atrybuty:

length[A] - liczba elementow w A,
heap-size[A] - liczba elementéw kopca,

dla ktorych zachodzi nierownosc:

heap-size[A] < length[A].
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Rys.3.3 Reprezentowanie kopca przy pomocy drzewa binarnego i tablicy.

Zaktada sig, ze korzeniem drzewa jest A[1], a wszystkie elementy z indeksem
wickszym od heap-size[A] nie zawieraja elementow kopca. Przy takim sposobie
reprezentowania kopca, mozna na podstawie danego indeksu i pewnego wezta
obliczy¢ indeks jego rodzica, a takze indeksy lewego i prawego syna. Realizuja
to proste funkcje PARENT(i) (kod.3.7), LEFT(i) (kod.3.8) oraz RIGHT(i)
(kod.3.9).

K.3.7 K.3.8 K.3.9
PARENT(i) LEFT(i) RIGHT())
1 zwroé Lif2] 1 7wroé 2i 1 Zwr6é 2i+1

Wtasnos¢ kopca

Kopiec posiada specjalng wilasnosé, ktora mowi, ze dla kazdego wezla i, ktory
nie jest korzeniem zachodzi

A[PARENT()] > A[i].

Z wlasnosci kopca wynika, ze najwigkszy element kopca znajduje si¢ w
korzeniu, a poddrzewa kazdego wezla zawieraja warto$ci mniejsze niz wartos¢
umieszczona w tym wezle. Poniewaz kopiec jest budowany jako pelne drzewo
binarne, stad jego wysokos¢ dla n weztéw wynosi ®(lgn). Jest to takze istotna
cecha kopca, z ktorej wynika, ze podstawowe algorytmy na kopcach dziataja w
czasie O(lgn).
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3.2.2 Algorytmy na kopcach

Przywracanie wiasno$ci kopca

Dziatania na kopcu moga prowadzi¢ do zaburzenia jego wiasnosci, stad
podstawowa operacja jest procedura przywracania wilasnosci kopca. W
algorytmie K.3.10 zatozono, ze kopiec jest reprezentowany przy pomocy
tablicy 4, dla ktérej w wezle A[i] nalezy przywréci¢ wlasnosé kopca.

K.3.10

KOPIEC-PRZYWR(4,1)
I« LEFT(i)
r<— RIGHT(?)
jesli [<heap-size[A] 1 A[I]>A]{]
to najwiekszy<I

1

2

3

4

5 inaczej najwieckszy<i
6 jesli r<heap-size[A] 1 A[r]>A[najwiekszy]
7 to najwiekszy<r

8 jesli najwickszy=i

9 to { zamien A[i|<>A[najwigkszy]

10 KOPIEC-PRZYWR(4,najwickszy)}

W kazdym kroku procedury jest wybierany najwigkszy sposrod elementow A[7],
A[LEFT(®i)] 1 A[RIGHT(7)], a jego indeks zostaje zapamigtany w zmiennej
najwiekszy. Jesli najwigkszym okazatl si¢ A[i], to wlasnos$¢ kopca w wezle A[i]
jest spetniona i procedura konczy pracg. W przeciwnym razie, tj. gdy
najwigkszym okazat si¢ jeden z synow wezla A[7], nastgpuje zamiana miejscami
weztow A[i] oraz A[najwickszy]. W wyniku wezel A[i] oraz jego synowie
spetniaja wlasno$¢ kopca. Wezet A[najwiekszy] ma teraz poprzednia warto$¢
wezla A[i], dlatego poddrzewo zaczepione w wezle A[najwiekszy] moze nie
spelnia¢ juz witasnos$ci kopca. W takim przypadku procedur¢ przywracania
nalezy wywota¢ rekurencyjnie dla poddrzewa z korzeniem A[najwiekszy].

Przyktadem zastosowania procedury K.3.10 jest przywrdcenie wlasnosci kopca
strukturze z rys.3.4a. W wyniku otrzymujemy kopiec pokazany na rys.3.4b.
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Rys. 3.4 Efekt dziatania procedury przywracania wlasnosci kopca.

Jak wynika z rys.3.4a wlasnos¢ kopca nie jest spelniona dla wezta o wartosci
klucza 4, tj. wezla A[2], zatem pierwsze wywolanie procedury przywracania
wlasnosci kopca ma posta¢ KOPIEC-PRZYWR(4,2). Prowadzi ono do zamiany
miejscami weztow A[2] 1 A[4], z kluczami odpowiednio 4 i 14. Taka zamiana
powoduje jednak zaburzenie wlasnosci kopca w wezle A4[4], ktory ma teraz
warto$¢ klucza 4, podczas gdy jego synami sa wezty A[8] 1 A[9], z kluczami
odpowiednio 2 i 8. Niezbedne jest zatem rekursywne wywotanie KOPIEC-
PRZYWR(4,4), ktore prowadzi do zamiany miejscami weztow A[4] i 4[9], z
kluczami odpowiednio 4 i 8 oraz przywrdcenia wilasnosci kopca w calym
poddrzewie, ktorego korzeniem jest wezet A[2] (rys.3.4Db).

Budowanie kopca

Za pomoca procedury przywracania wlasnosci kopca mozna z elementow
zadanej tablicy A[1..n] zbudowaé kopiec taki, ze heap-size[A]=n. Nalezy przy
tym zauwazyé, ze kazdy element podtablicy A[ln/21+1.n] jest lisciem w
drzewie binarnym reprezentujacym kopiec. Elementy te zatem mozna traktowac
jako jednoelementowe kopce, w ktorych wlasnos¢ kopca na pewno jest
spetniona. Na przyktad dla tablicy wyjsciowej A[1..10], pokazanej na rys. 3.5a
podtablicg lisci jest A[6..10] (por.rys.3.5Db).

Procedurg budowania kopca przedstawiono jako kod K.3.11.

K.3.11

KOPIEC-BUDUJ(4)

1 heap-size[A] < length[A]

2 dlai<« lLlength[A]2]w_dél_do 1

3 wykonuj KOPIEC-PRZYWR(4.i)

-69 -



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A lal1]s]2]6]o]10]1a]s]7] |

A[6..10]

b)

Rys.3.5 Zakres podtablicy lisci (a) dla drzewa (b).

W algorytmie wykorzystano fakt, ze w wezlach podtablicy A[ln/2H1..n]
wlasno$¢ kopca jest juz spelniona. Nastgpnie procedura przechodzi przez
pozostate wezly, tzn. wezly podtablicy A[1.Ln/2]] i wywoluje w kazdym z nich
procedure¢ przywracania wlasnosci kopca. Wezly sa przy tym odwiedzane
w kolejnosci malejacych numeréw od [#/2] do 1. W kazdym z weztow zostaje
wywotana procedura KOPIEC-PRZYWR, w efekcie czego poddrzewa
zaczepione w tych weztach staja si¢ prawidlowymi kopcami.

Przyktadem uzycia procedury KOPIEC-BUDUJ sa pokazane na rys.3.7-3.11
kolejne kroki budowania kopca na podstawie tablicy z rys.3.5a. Drzewo
wyj$ciowe przedstawia rys.3.6.

Rys.3.6 Stan wyj$ciowy do budowania kopca z elementow tablicy z rys.3.5a.
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Rys.3.11 Stan po wywotaniu KOPIEC-PRZYWR(4,1).
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3.2.3 Kolejki priorytetowe

Kolejka priorytetowa to struktura przechowujaca S elementow, z ktorych kazdy
ma przyporzadkowana warto§¢ klucza. Typowymi operacjami sa wtedy:
wstawianie nowego, a takze wyszukiwanie oraz usuwanie elementu
o maksymalnym kluczu. Przykladem zastosowania takiej kolejki jest
przydzielanie zasobow w komputerze pracujacym wspoélbieznie, tzn.
wykonujacym wigcej niz jedno zadanie. Zadania do wykonania posiadaja
priorytety i sa ustawiane w kolejce. Kiedy pewne zadanie konczy si¢ lub zostaje
przerwane, spos$rod oczekujacych jest wybierane zadanie o najwyzszym
priorytecie, co oznacza usuni¢cie go z kolejki. Okazuje sig, ze kolejke
priorytetowa oraz podstawowe operacje w takiej kolejce wygodnie jest
zrealizowaé przy pomocy kopca.

Usuwanie maksymalnego elementu

Usuwanie maksymalnego elementu z kolejki priorytetowej jest rownoznaczne
z usunigciem maksymalnego elementu z kopca reprezentujacego te kolejke.
Realizuje to algorytm K.3.12.

K.3.12

KOPIEC-USUN-MAX(4)
jesli heap-size[A] < 1

to btad ,.kopiec pusty”
max < A[1]
A[1] < A[heap-size[A]]
heap-size[A] < heap-size[A]-1
KOPIEC-PRZYWR(4,1)
Zwr6é max

NN bW~

Linie 1 i 2 w funkcji K.3.12 zabezpieczaja przed usuwaniem z pustej kolejki.
Elementem usuwanym jest zawsze korzen kopca reprezentujacego kolejke
priorytetowa, tj. element A[1]. Warto$¢ tego elementu jest zwracana w linii 7
jako wynik dziatania funkcji. Linie od 4 do 6 stluza do zmodyfikowania kopca
(w tym przywrdcenia wlasnosci kopca) po usunigeiu z niego maksymalnego
elementu.

Na rys.3.13-3.15 zilustrowano kolejne etapy usuwania maksymalnego elementu
z kolejki reprezentowanej przez kopiec z rys.3.12.
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Rys.3.15 Kopiec po wywotaniu procedury KOPIEC-PRZYWR(4,1).
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Dodawanie nowego elementu

Dodanie nowego elementu do kolejki priorytetowej polega na powickszeniu
kopca o nowy wezet tak, aby zostal on wstawiony na wilasciwe miejsce.
Operacje taka realizuje algorytm K.3.13.

K.3.13

KOPIEC-WSTAW(4,key)

1 heap-size[A] < heap-size[A]+1

2 i < heap-size[A]

3 dopokii>1 i A[PARENT())] < key
4 wykonuj { A[i] « A[PARENT(:)]
5 i < PARENT()) }

6 Ali] < key

Parametrami procedury wstawiania sa: kopiec reprezentujacy kolejke
priorytetowa oraz klucz dodawanego elementu. Algorytm dziala w ten sposob,
ze powigksza najpierw kopiec dodajac nowy lis¢ (linia 1). Nastgpnie w sposob
podobny jak procedura sortowania przez wstawianie, przechodzi $ciezke od
nowego liscia do korzenia celem okre§lenia wlasciwego miejsca dla
wstawianego elementu.

Na rys.3.17-3.20 zilustrowano kolejne etapy dodawania elementu z kluczem 15
do kolejki reprezentowanej przez kopiec z rys.3.16.

Rys.3.16 Kopiec przed dodaniem elementu z kluczem 15.
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Rys.3.20 Kopiec po wykonaniu polecenia z linii 6 w procedurze K.3.13.

Czas dziatania procedury KOPIEC-WSTAW(A,key) na n elementowym kopcu
wynosi O(lgn), poniewaz jest réwny dtugosci $ciezki poprowadzonej od
nowego liscia do korzenia.
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3.3 Przeszukiwanie w drzewach

3.3.1 Typy zadan przeszukiwania

Opracowanie efektywnych procedur przeszukiwania jest kluczowym
zagadnieniem w dziedzinie algorytméw. Na rys.3.21 wyodregbniono dwie
podstawowe klasy probleméw, ktoére moga by¢ rozwiazywane przy pomocy

przeszukiwania.
[ PRZESZUKIWANIE ]
Pozyskiwanie Generowanie
informacji planéw
z gotowych struktur rozwigzan

Rys.3.21 Klasy zadan przeszukiwania w drzewach.

Pierwsza grupa zadan dotyczy przypadkow, kiedy z istniejacej struktury nalezy
uzyskaé okre$lone informacje, np. wyszuka¢ konkretny element w zadanym

Rys.3.22 Drzewo zaleznosci przodek-potomek.

drzewie binarnym. Inne przyktady mozna podaé¢ rozwazajac drzewo na rys.3.22.

Jest to struktura pokazujaca zalezno$ci przodek-potomek dla cztonkéw pewne;j
rodziny. Przeszukiwanie w takim drzewie jest podstawa do udzielania
odpowiedzi m.in. na nastgpujace pytania:

e czy Zofia nalezy do rodziny?

e czy Zuzanna jest potomkiem Bogdana?

itp.
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Druga grupa zadan przeszukiwania dotyczy generowania plandw rozwiazan
imoze by¢ zilustrowana przy pomocy prostej zabawki-uktadanki
przedstawionej na rys.3.23 [2].

8 2 1123

5/6|7 > 8 4

413 7 6 5|
Rys.3.23 Uktadanka. stan poczqtkowy stan docelowy

Uktadanka sktada si¢ z 8-miu segmentow, ktore moga byé przemieszczane
w obrgbie 9-ciu pdl. Przyjmujac za punkt wyjscia pewien stan poczatkowy,
nalezy tak przesuwac segmenty, aby otrzymac¢ nowy uktad przyjety jako stan
docelowy. Zadanie przeszukiwania w tym przypadku polega na automatycznym
wygenerowaniu takiego ciagu przesuni¢¢ segmentow, ktory prowadzi do stanu
docelowego. Powstaje w ten sposob drzewo przeszukiwan, ktorego wezty
reprezentuja biezace stany uktadanki tj. chwilowe uktady segmentow. Dla
pewnego wezla w drzewie przeszukiwan jego synami sg stany osiagalne z tego
wezta po wykonaniu pojedynczego przesunigcia (rys.3.24).

112
6|7

[~[o]=
o

o
~

8 1
5[1]6 5|6 5(3]6 562 | 6|7 517 [s]7
4 7

o
IS
w
~
=
w
EN
o
w
~

6‘3

Rys.3.24 Drzewo stanow uktadanki.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze w odroznieniu od zadan pozyskiwania
informacji z gotowych struktur, w zadaniach generowania planéw rozwigzan
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przeszukiwana struktura istnieje tylko konceptualnie, tzn. nie musi by¢
wczesniej zbudowana w catosci. Budowane sa tylko jej niezbedne czegsci,
w miarg jak postgpuje proces przeszukiwania.

Dla obu wymienionych klas zadan przeszukiwania konieczne jest rozwigzanie
nastgpujacych problemow:

1. Dostep do weztow
2. Systematyczne sigganie do weztow
3. Sprawdzanie we¢ziow.

Dostep do wezldow

W przypadku przeszukiwania w gotowej strukturze dostep do wezldw jest
rozumiany jako mozliwo$¢ odczytania wszystkich synow dowolnego wezta.
Drzewa sa zazwyczaj reprezentowane tak, ze operacja ta jest bardzo prosta (np.
wskazniki do synéw wezla x drzewa binarnego reprezentowanego za pomoca
struktury ze wskaznikami, odczytujemy za pomoca atrybutow left[x] i right[x], a
dla drzew dowolnych nalezy wykorzysta¢ atrybuty lefichild[x] oraz
rightsibling[x]).

W zadaniach generowania plandéw rozwiazan dostgp do wegzlow polega na
otrzymaniu (wygenerowaniu) weztow-synow dowolnego wezla, przy czym
sposob otrzymania tych weztow jest, ogolnie biorac, zalezny od typu zadania.
W przypadku uktadanki konieczna jest procedura, ktora dla dowolnego uktadu
segmentow generuje zbidr standow ,,sasiednich” otrzymywanych z biezacego
przez wykonanie pojedynczego przesunigcia.

Systematyczne sieganie do weztow

Problem dostepu do weztdéw jest waznym, ale nie jedynym w zadaniach
przeszukiwania. Zalézmy, ze dla drzewa zaleznos$ci przodek-potomek (rys.3.22)
mamy odpowiedzie¢ na pytanie: czy wezel Zuzanna wystepuje w tym drzewie?
Potrzebna jest wtedy okreslona strategia, wedlug ktorej nalezy sigga¢ do
kolejnych weztow drzewa w trakcie przeszukiwania. Na ogoét stosuje si¢ dwie
podstawowe strategie przeszukiwania:

e strategia wszerz (BFS — Breadth First Search) oraz

e strategia w gliqb — (DFS - Depth First Search).

-78 -



Sprawdzanie weztow

Operacja sprawdzania we¢zldow ma na celu ustalenie, czy wezel osiagnigty
w wyniku systematycznego siggania jest wegztem poszukiwanym.

3.3.2 Strategie wszerz i w glab

Jak juz wspomniano systematyczne sigganie do weztow odbywa si¢ zwykle
wedtug strategii wszerz lub wedtug strategii w giqb. Strategi¢ siggania wszerz
pokazano schematycznie na rys.3.25. Zaklada ona przegladanie kolejno
wszystkich wezlow danego poziomu, a dopiero po ich wyczerpaniu przejscie do

nastgpnego poziomu.

Rys.3.25 Przeszukiwanie wszerz.

Inaczej odbywa si¢ przegladanie weztow wedlug strategii w glab (rys.3.26).
W tym przypadku ,,odwiedzajac” wezty nalezy porusza¢ si¢ maksymalnie w
dot, a dopiero gdy przestaje to by¢ mozliwe, powroci¢ do wezta wyzszego
poziomu.

Rys.3.26 Przeszukiwanie w glab.
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Inaczej odbywa si¢ przegladanie weztow wedlug strategii w glab (rys.3.26).
W tym przypadku ,,odwiedzajac” wezly nalezy poruszaé si¢ maksymalnie w
dot, a dopiero gdy przestaje to by¢ mozliwe, powrdci¢ do wezta wyzszego
poziomu.

Postawimy teraz zadanie opracowania algorytmu przegladajacego wezly
dowolnego drzewa wedlug strategii wszerz. Zaktada si¢ przy tym, ze drzewo
jest reprezentowane przy pomocy struktury ze wskaznikami. Algorytm
przegladania realizuje funkcja DRZEWO-WSZERZ(WI,W2) (kod K.3.13).
Funkcja ta sprawdza, czy wezel W2 jest weztem potomnym wezla W1, tzn. czy
W2 wystepuje w poddrzewie, ktérego korzeniem jest W1.

K.3.13

DRZEWO-WSZERZ(W1, W2)

1 do_sprawdzenia < nil

2 SYNOWIEW1, do_sprawdzenia)

3 dopoki do sprawdzenia # nil
wykonuj { pierwszy <— PIERWSZY(do_sprawdzenia)
jesli key|pierwszy] = key[W2] to zwré¢é W2
SYNOWIE(pierwszy, nowe wezty)
RESZTA(do_sprawdzenia)
NOWE-NA-KONIEC(do_sprawdzenia, nowe wezty) }

wypisz ,,wezla nie znaleziono”

O 003N DN B~

W algorytmie wykorzystano dwie struktury listowe: do_sprawdzenia
i nowe wezly, zawierajace odpowiednio wezly oczekujace aktualnie na
sprawdzenie oraz wezly, ktére sa synami biezacego wezla. Uzyto takze
nast¢pujacych pomocniczych procedur i funkcji:
SYNOWIE(w, lista_s) dla wezta w generuje listg lista_s
weztow-synow tego wezta,
PIERWSZY (lista_w) dla niepuste;j listy weztow lista_ w
zwraca wskaznik na pierwszy wezel,
RESZTA(lista_w) w liscie weztow lista_w usuwa
pierwszy wezelt,
NOWE-NA-KONIEC(lista wl, lista w2) na koniec listy weztow lista wl
dodaje liste weztow lista w2.

Ich opracowanie pozostawia si¢ Czytelnikowi.
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Algorytm przeszukiwania w glab mozna otrzyma¢ dokonujac niewielkiej
modyfikacji funkcji DRZEWO-WSZERZ. Podstawowa zmiana dotyczy linii 8,
gdzie wywotanie procedury NOWE-NA-KONIEC nalezy zastapi¢ wywotaniem
analogicznej procedury NOWE-NA-POCZATEK, ktora dotaczy nowe wezty,
bedace synami biezacego wezla nie na koniec, lecz na poczatek listy
do_sprawdzenia.

3.3.3 Przeszukiwanie sterowane i niesterowane

Strategie wszerz i w glab sa przyktadami przeszukiwania niesterowanego w tym
sensie, ze porzadek wedtug ktorego sa sprawdzane wezly drzewa jest z gory
okreslony, a aktualna zawarto$¢ informacyjna drzewa nie ma na niego wplywu.
W niektorych zastosowaniach zachodzi potrzeba sterowania przeszukiwaniem
w celu osiagniccia lepszego rozwiazania. W takim przypadku metoda nie
ogranicza si¢ wyborem pierwszego wezla z listy do_sprawdzenia, lecz
wybierany jest taki wezel, ktory wedlug pewnego kryterium jest najbardziej
odpowiedni, aby przeszukiwanie byto kontynuowane w kierunku tego wlasnie
wezla. Mozna np. zastosowaé kryterium polegajace na wyborze wezta
»hajbardziej podobnego“ do poszukiwanego. Taki sposob postepowania jest
nazywany przeszukiwaniem sterowanym, a zastosowana strategia nosi nazwe
najpierw najlepszy (BF - best first).

Wybor ,najbardziej podobnego™ wezta w drzewie przeszukiwan mozna
przedstawi¢ na przyktadzie uktadanki z rys.3.23. Rozwazymy dwa stany
uktadanki pokazane na rys.3.27.

2181 11213
4163 —> |8 4 .
Rys.3.27 Aktualny i docelowy stan
7 5 7/61|5 .
uktadanki.
stan aktualny stan docelowy

Aby oceni¢ podobienstwo stanow aktualnego i docelowego wprowadzimy

miar¢ podobienstwa (odleglosci) pomigdzy stanami. Przyjmuje si¢ nastepujace

ustalenia:

1. Dla kazdego segmentu ukladanki wprowadza si¢ wage rowna liczbie
pozycji o jaka jest on odlegly od swojej pozycji docelowe;.
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2. Do wagi segmentu z pkt.l1 dodaje si¢ 3, jesli segment jest w pozycji
srodkowej oraz 6, jesli jest on na obrzezach i nie poprzedza segmentu, ktory
docelowo po nim nastgpuje.

Stosujac te wustalenia mozna okresli¢ odlegltos¢ standéw aktualnego od
docelowego z rys.3.27. Wyniki zamieszczono w tab.3.1.

Tab.3.1 Tabela naliczania odlegtoéci Segment Naliczona waga
stanéw ukladanki z rys.3.27. ; ﬁgj
3 1+6=7
4 2+6=8
5 0+6=6
6 1+3=4
7 0+6=6
8 2+0=2
Odleglos¢ stanow 48
(suma)

Podobne oceny odleglosci stanu aktualnego od docelowego moga postuzy¢ jako
kryterium wyboru drogi w drzewie przeszukiwan i tym samym stanowic
podstawe przeszukiwania sterowanego.

3.3.4 Przeszukiwanie pelne

Omawiane dotychczas algorytmy byly tak skonstruowane, ze przeszukiwanie
konczyto si¢ z chwila napotkania pierwszego wezla, ktory spetniat zadane
kryterium. Mozna jednak postawi¢ wymog wyszukania wszystkich wezlow
spetniajacych to kryterium, a zatem kontynuowaé przeszukiwanie w calej
strukturze. Taki sposob postgpowania okreslimy jako przeszukiwanie petne,
a jego wynikiem jest w przypadku ogdlnym lista wyszukanych weztow.

Realizacja przeszukiwania pelnego wymagataby niewielkiej modyfikacji
algorytmu DRZEWO-WSZERZ, polegajacej na wprowadzeniu listy wynik, do
ktorej po kolei byltyby dodawane wezty spehniajace kryterium przeszukiwania.
Przeszukiwanie konczyloby si¢ dopiero z chwila wyczerpania listy weztow
do_sprawdzenia.
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3.3.5 Generowanie drog rozwigzan

Rozwazymy teraz problem poszukiwania drogi pomiedzy dwoma zadanymi
weztami, tzn. otrzymania pelej listy weztdw wystgpujacych podczas
przechodzenia od jednego wezta do drugiego. Na przyktad droge pomicedzy
weztami 4 i J w drzewie na rys.3.28 mozna zapisa¢ w postaci listy weztow
(ABFJ.

Rys.3.28 Drzewo z zaznaczona droga od wezta A do wezta J.

Szczegblne znaczenie ma poszukiwanie drogi w drzewach, w ktorych korzen
reprezentuje pewien stan poczatkowy a synowie dowolnego wezta mozliwe
stany osiagane z wezla-rodzica w wyniku wykonania elementarnej operacji.
Zatdézmy, ze poszukujemy w drzewie wezta reprezentujacego pewien stan
docelowy okreslany jako rozwigzanie. W takim przypadku nie wystarcza tylko
stwierdzenie, czy poszukiwane rozwiazanie istnieje, lecz nalezy podaé¢ droge
w drzewie przeszukiwan od stanu poczatkowego (korzenia) do rozwiazania.
Droga ta wyznacza listg elementarnych operacji potrzebnych do przejscia od
stanu poczatkowego do rozwiazania. Ten rodzaj przeszukiwania okreslimy jako
generowanie drog rozwiqzan.

W przypadku ukladanki elementarna operacja jest dozwolone, pojedyncze
przesunigcie segmentu. Algorytm, ktéry automatycznie generuje rozwigzanie
dla uktadanki powinien zwraca¢ w wyniku list¢ kolejnych konfiguracji
segmentow, z ktorych pierwsza jest stanem poczatkowym, ostatnia stanem
docelowym, a kazde dwie sasiednie powinny by¢ osiagalne jedna z drugiej przy
pomocy elementarnej operacji. Zatdzmy, ze nalezy znalez¢é rozwiazanie dla
uktadanki w sytuacji pokazanej na rys.3.29.
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1

6

4

3

stan poczqtkowy

8 2
— > 117
4163

stan docelowy

Rys.3.29 Aktualny i docelowy stan
uktadanki w zadaniu poszukiwania

drogi rozwiazania.

Przyktadem drogi rozwiazania otrzymanej na podstawie drzewa z rys.3.24. jest
sekwencja stanéw uktadanki pokazana na rys.3.30.

8|12
5|6 |7
4 3

8|12 8 2
—_— > 7 | ———— 117
416|3 4,163

Rys.3.30 Droga rozwiazania dla sytuacji z rys.3.29.

Pytania kontrolne

1.

2. Wyjasni¢ nastgpujace pojecia:

Poda¢ definicjg:

a) drzewa skierowanego;

b) drzewa nieskierowanego.

a) rodzic i syn wezta;

b) przodek i potomek wezla;
¢) korzen, poddrzewo, lis¢;

d) glebokos¢ i wysokos¢ wezta oraz wysoko$¢ drzewa;

e) drzewo uporzadkowane i drzewo binarne;

f) regularne drzewo binarne;

g) petne drzewo binarne.

3. Omowic tablicowa reprezentacj¢ drzew binarnych.

4. Omoéwic sposoby odwiedzania wierzchotkéw drzewa binarnego.
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5. Przedstawi¢ sposoby reprezentacji drzew za pomoca struktur
wskaznikowych.

6. Podac¢ definicjg¢ drzewa przeszukiwan binarnych oraz oméwi¢ podstawowe
operacje w drzewach BST.

7. Podac¢ sposob reprezentowania oraz podstawowa wtasnos¢ kopca.

8. Omowic¢ procedury:
a) przywracania wlasnosci kopca;
b) budowania kopca.

9. Omowic kolejke priorytetowa oraz operacje:
a) usuwania maksymalnego elementu;
b) wstawiania nowego elementu.

10. Scharakteryzowaé dwa podstawowe typy zadan przeszukiwania w
drzewach.

11. Omowi¢ strategie przeszukiwania:
a) wszerz (breadth-first),
b) w glab (depth-first),
¢) najpierw najlepszy (best-first).

Zadania

1. Napisac¢ rekursywne procedury przechodzenia drzewa binarnego w
porzadkach:
a) preorder; b) postorder; c) inorder.
Dla kazdego z punktéw a), b) i ¢) rozwazy¢ dwa warianty: 1) drzewo jest
reprezentowane tablicowo; ii) drzewo jest reprezentowane za pomoca
struktur wskaznikowych.

2. Wprowadzimy nastgpujace pojgcia:

Weztem wewnetrznym nazywamy dowolny wezel drzewa nie bedacy
liSciem. Stopien wezla to liczba jego synéw. Rzad drzewa wynosi £, jesli
stopien dowolnego wezta nie przekracza k. Pelne drzewo rzedu £, to
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drzewo rzedu k, w ktorym wszystkie liScie maja t¢ sama glgbokos¢, a
wszystkie wezly wewnetrzne maja stopien k.

Wyprowadzi¢ wzor na liczbg wezlow pelnego drzewa rzedu £, jesli jego
wysoko$¢ wynosi 4.

Napisa¢ procedury wykonania nastgpujacych operacji na drzewach BST:
a) wyszukiwanie maksymalnego elementu;
b) wyszukiwanie poprzednika zadanego wezta;
¢) usuwanie zadanego wezla.

Napisa¢ procedure przeszukiwania drzewa w glab.

Napisac¢ procedurg budowania drzewa przeszukiwan binarnych z elementéw
uporzadkowanej tablicy jednowymiarowe;.
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4 Sortowanie

4.1 Wprowadzenie

Sortowanie polega na zmianie kolejnosci elementow pewnego ciagu tak, aby
zostaly one ustawione w porzadku niemalejacym lub nierosnacym. W zbiorze,
do ktorego naleza elementy ciagu, powinien by¢ okreslony porzqdek.

Definicja 4.1

Czesciowym porzqdkiem na zbiorze S nazywamy relacje R, ktora posiada

nastgpujace wlasciwosci:

o Zwrotnos¢. Dla dowolnego a € S, zachodzi aRa .

e  Przechodniosé. Dla dowolnych a,b,c €S, zachodzi: jesli aRbi bRcto
aRc .

o Antysymetrycznosé. Jesli aRbi bRa to a=b.

Przyktadami czg$ciowych porzadkow sa: relacja < w zbiorze liczb calkowitych
oraz relacja c dla zbiorow.

Definicja 4.2
Catkowitym (liniowym) porzqdkiem na zbiorze S nazywamy czg$ciowy

porzadek R na S, taki, ze dla dowolnych a,b € S, zachodzi aRb albo bRa .

Relacja < jest przykladem liniowego porzadku w zbiorze liczb catkowitych,
natomiast relacja < dla zbioréw nie jest liniowym porzadkiem.

Definicja 4.3

Niech S bedzie zbiorem, w ktorym jest okreslony liniowy porzadek <, a
<a1 sy s an> ciagiem elementow z S. Zadaniem sortowania jest wyznaczenie

permutacji, tj. pewnej kolejnosci <a1',a'2,.. a >, zadanych n elementow takiej,

H Uy,

Ze
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a, <a,<..<a

Rozwazymy dwie nastgpujace klasy algorytméw sortowania (rys.4.1):

1. Algorytmy oparte wylacznie na porownywaniu sortowanych elementow.
Dla takich algorytméw wykazemy, ze do posortowania ciagu zlozonego z n
elementdéw potrzeba co najmniej nlgn poréwnan.

2. Algorytmy korzystajace z pewnych wtasnosci sortowanych elementow (np.
z faktu, ze sortowane liczby sa jednostajnie roztozone w przedziale [0,1).

Dla takich algorytméw nie obowiazuje dolna granica Q(n Ig n)

[ Algorytmy sortowania ]
Oparte wylgcznie Wykorzystujace
na poréwnywaniu wiasciwosci
sortowanych elementow sortowanych elementow Rys.4.1 Klasy algorytméw

sortowania.

Inny podziat algorytméw sortowania moze by¢ dokonany ze wzgledu na uzycie
pamigci. Wyrdzniamy wtedy:

® algorytmy wewnetrzne, gdy dane sa przechowywane wylacznie w pamigci
wewngetrzne;j,

® algorytmy zewnetrzne, gdy w przewazajacej czgsci dane znajduja si¢ poza
pamigcia wewngetrzna.

Jesli sortowanie jest czgs$cia innego algorytmu, wowczas liczba sortowanych
elementow nie jest zwykle duza, co pozwala je zmieSci¢ w pamigci
wewnetrznej. Z kolei sortowanie zewngtrzne dotyczy gltownie takich
zastosowan, jak operacje w systemach ksiegowych, gdzie danych jest zwykle
znacznie wigcej, niz moze pomiesci¢ pami¢¢ wewngtrzna.
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4.2 Algorytmy oparte na porownaniach

4.2.1 Drzewa decyzyjne

Rozwazymy ponownie algorytm sortowania przez wstawianie (kod K.4.1).

K41

SORT-WSTAW(A)

1 dlaj<2 do length[A]

2 wykonuj { key < A[j]

3 > Wstaw A[j] do posortowanego ciagu A[1..j-1]
4 i<« j-1

5 dopdki >0 i A[i]>key

6 wykonuj { A[i+1] < A[i]

7 i«i-1}

8 A[i+1]« key }

Jest to efektywny algorytm w przypadku sortowania niewielkiej liczby
elementéw, a jego dziatanie mozna poréwnac¢ do uktadania talii kart w reku.
Zaczynajac od ,,pustej” reki doktadamy kolejne karty do juz uporzadkowanej
talii w reku tak, aby po dodaniu karty byty nadal uporzadkowane. Elementy
tablicy A[l.j-1] reprezentuja (uporzadkowane) karty trzymane w rgce, a
elementy A[j+1..n] reprezentuja nieuporzadkowany stos kart na stole. Indeks j
wskazuje na kart¢ aktualnie wstawiana do talii. Indeks ten, poczawszy od
warto$ci 2, przesuwa si¢ w tablicy w strong rosnacych indeksow. W kazdej
iteracji petli zewnetrznej (linie 1-8) pobierany jest z tablicy element A[j].
Nastepnie w petli wewngtrznej (linie 5-7) jest poszukiwane wilasciwe miejsce
dla elementu A[j] w juz uporzadkowanej czgsci tablicy. W tym celu, poczawszy
od pozycji j-1, elementy tablicy sa przemieszczane w strong¢ rosnacych
indeksé6w dopéty, az nie ,,zwolni” si¢ miejsce, w ktorym powinien by¢
umieszczony element A[j]. Sortowanie tablicy A:<5,2,4,6,l,3> Za pomoca

opisywanego algorytmu przedstawiono na rys.4.2.
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A[l] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6]

, 5 4 6 1 3
:x@/ 1

\
|
|
|
|
:
| \
|
! 2 4 5 6 3 |
|
|
|
|
\
|
|
|

1 2 3 4 5 &
1 Rys.4.2 Sortowanie przez wstawianie.

Sortowanie przez wstawianie jest przykltadem sortowania wewngtrznego, a
algorytm jest oparty wytacznie na poréwnaniach sortowanych elementow. W
takich algorytmach ustalenie wzglednego potozenia elementow a; oraz a; jest
mozliwe za posrednictwem porownania a, < a , a do ilustracji wykonywanych

poréwnan wygodnie jest uzy¢ struktury nazywanej drzewem decyzyjnym. Na
rysunku 4.3 przedstawiono drzewo decyzyjne odpowiadajace algorytmowi
sortowania ciagu <a1 , Ay, 0, > .

[(a13a3,a2>j [(a3aa1,a2)j [<Cl29613,a1>] [{a3,a2,a1)j

Rys.4.3 Drzewo decyzyjne dla sortowanie 3-ch elementow.

Drzewo decyzyjne pokazuje zatem poroOwnania wykonywane przez algorytm
sortujacy dla ustalonego rozmiaru danych wejSciowych. Inne aspekty
algorytmu, jak sterowanie i przeptyw danych nie sa tutaj uwzgledniane.
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Kazdy wezel wewngtrzny odpowiada poréwnaniu elementow a; oraz a,
(l <i,j S3). Z kazdym liSciem drzewa jest natomiast zwigzana pojedyncza
permutacja ciagu wejsciowego. Wykonanie algorytmu polega na przej$ciu od
korzenia do jednego z lisci, a dojscie do liscia oznacza, ze algorytm znalazt juz
uporzadkowanie (permutacjg) elementow. Sortowanie na podstawie drzewa
decyzyjnego z rys.4.3 mozna przesledzi¢ zaktadajac

a=-1, a,=2, a, =0.
W tym przypadku algorytm wykona si¢ ,,wzdtuz” $ciezki:

a,:a, —> a,:a, —> a, :a, —><a1,a3,a2>.

4.2.2 Dolne ograniczenie na czas sortowania

Jak wynika z rys.4.3, dlugos¢ najdluzszej S$ciezki od korzenia drzewa
decyzyjnego do lisScia odpowiada liczbie poréwnan dokonywanej przez
algorytm sortujacy w przypadku pesymistycznym. Jesli zatem uda si¢ okresli¢
dolne ograniczenie na wysokos¢ drzew decyzyjnych, to bedzie ono
jednoczesnie dolnym ograniczeniem na czas dzialania algorytmoéw sortujacych
wylacznie za pomocg poréwnan. Oceny dolnego ograniczenia mozna dokonac
korzystajac ze sformutowanego i udowodnionego dalej twierdzenia [5].

Twierdzenie 4.1

Kazde drzewo decyzyjne odpowiadajace algorytmowi poprawnie sortujacemu »
elementow ma wysokos¢ Q(nlgn).

Dowod

Rozwazymy drzewo decyzyjne o wysokosci # odpowiadajace algorytmowi
sortujacemu n elementdw. Liczba permutacji dla ciagu ztozonego z n
elementéw wynosi n!, drzewo to ma zatem n! liSci. Poniewaz drzewo binarne o
wysokosci 4 nie moze mie¢ wigcej niz 2" ligci stad

n<2",
Logarytmujac obustronnie ostatnia niero6wno$¢ otrzymujemy

h>1g(n!) (4.1)
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Dalej skorzystamy z nastgpujacego wzoru Stirlinga
nl= «/27271(2] (1 + @(1]],
e n

z ktorego wynika, ze

. [ﬁj 4.2)
e

gdzie e=2,71828... jest podstawa logarytmu naturalnego. Uwzgledniajac

nierownos¢ (4.2) otrzymujemy na podstawie (4.1):

thg(zj =nlgn—nlge:Q(nlgn).
e
Uwaga

W wyniku dokonanej wczesniej analizy algorytmu sortowania przez wstawianie
. ’rr . 2 . P
otrzymano  zlozono$¢ pesymistyczna O\n~ ). Oznacza to, ze gorne

ograniczenie na czas dziatania tego algorytmu nie jest rowne dolnej granicy
Q(n g n) z naszego twierdzenia. Mowimy, ze nie jest to asymptotycznie
optymalny algorytm sortujacy wytacznie za pomoca poréwnan.

4.2.3 Algorytmy asymptotycznie optymalne

Rozwazymy dwa przykltady algorytméw asymptotycznie optymalnych:
sortowanie przez kopcowanie i sortowanie przez scalanie.

Sortowanie przez kopcowanie (heapsort)

Algorytm sortowania przez kopcowanie (kod K.4.2) uzywa kopca
zbudowanego z elementdw sortowanej tablicy A4.

K.4.2

SORT-KOPCOW(4)

1 KOPIEC-BUDUJ(4)

2 dla i< length[A] w_dét_do 2

3 wykonuj { zamien A[/]<>A[i]
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4 heap-size[A] < heap-size[A]-1
5 KOPIEC-PRZYWR(4,1) }
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M

A 16(14(10( 8 |7 |19 (3| 2[4 |1

Rys.4.4 Tablica elementéw do posortowania.

() @
D 9 O 9
© @ @ © 0 (2 ©
g) h)
O
(2 ©

@
i) i),
®
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Rys.4.5 Sortowanie przez kopcowanie tablicy z rys.4.4.

Algorytm ten rozpoczyna dzialanie uzywajac podanej wcze$niej procedury
budowania kopca z n-elementowej tablicy A. Poniewaz najwigkszy element
znajduje si¢ w korzeniu A[1], stad moze on zosta¢ umieszczony na swoim
miejscu, tj. na koncu tablicy A przez zamiang miejscami z 4A[n]. Po tej zamianie
odrzucamy element A[n] zmniejszajac rozmiar kopca o 1 i przywracamy
wlasno$¢ kopca dla pozostatych elementow. Taka operacja jest nastgpnie
powtarzana dla kopca o rozmiarze n-1, n-2, itd.,, az otrzymamy kopiec o
rozmiarze 2.

Dziatanie algorytmu sortowania przez kopcowanie zilustrowano na przyktadzie
sortowania tablicy A4 zawierajacej 10 liczb (rys.4.4). Rysunki 4.5a+4.5j
pokazuja posta¢ kopca oraz fragment posortowanej tablicy na poczatku
kolejnych iteracji petli dla w linii 2.

Algorytm ten wykonuje funkcj¢ budowania kopca dzialajaca w czasie O(n), a

nastgpnie dokonuje n-1 wywotan funkcji przywracania wilasciwosci kopca, z
ktérych kazde zajmuje czas O(lg n) Stad ogo6lny czas dziatania catlej

procedury sortowania przez kopcowanie wynosi O(n g n) .

Metoda ,.dziel i zwyciezaj” i sortowanie przez scalanie

Stosowanie rekurencji sprzyja zwigztemu i eleganckiemu zapisowi algorytmow,
lecz samo w sobie nie zwigksza ich efektywnosci (np. w sensie skrocenia czasu
obliczen). Jesli jednak rekurencje dopetni¢ pewnymi dodatkowymi zabiegami,
jak rownowazenie oraz zastosowanie metody okreslanej jako ,dziel i
zwycigzaj” mozna uzyskac bardziej efektywne algorytmy.

W podejsciu ,,dziel i zwycigzaj” wystepuje rekursja, przy czym kazdy poziom
rekursji ma nastgpujaca strukture:
dziel - dzielimy problem na podproblemy;

Zwycigzaj - natym etapie rozwiazujemy podproblemy rekurencyjnie
wykorzystujac metode ,,dziel i zwycigzaj”, chyba, Ze sa one
tak matych rozmiaréw, ze nie wymagaja zastosowania
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rekursji;

potacz - laczymy rozwiazania podproblemow, aby otrzymac
rozwiazanie catego problemu.

Metode ,dziel i zwycigzaj” =zaprezentujemy na przykladzie algorytmu
sortowania przez scalanie dzialajacego w czasie @(n g n) Dla uproszczenia

bedziemy zaktadaé, ze sortowanym ciagiem jest
<x1,x2,...,xn>, n=2", keN
a poszukuje si¢ permutacji
<x1',x;,...,x;>
elementow ciagu poczatkowego takich, ze
x <xy<.L.<x)
Etapy algorytmu sa nastepujace:

1. Dziel Dzielimy n-elementowy ciag na dwa podciagi po n/2
elementow kazdy.

2. Zwyciezaj Sortujemy otrzymane podciagi, uzywajac rekurencyjnie
sortowania przez scalanie. Jesli na ktoryms$ poziomie rekursji
otrzymujemy do posortowania ciag jednoelementowy, wowczas
nie nastgpuje dalsze zaglebianie wywotan rekursywnych.

3. Polacz Laczymy ciagi posortowane na nizszych poziomach rekursji w
jeden posortowany ciag.
Gltowna procedura sortowania zostata przedstawiona jako kod K.4.3.

K.4.3

SORT-SCALANIE(, p, r)
1 jeslip<r

2 to{q<Lptrnrl

3 SORT-SCALANIE(4, p, )

4 SORT-SCALANIE(4, ¢+1, 7)
5 SCALAJA4,p,q,7) }
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Procedura SORT-SCALANIE(A4,p,r) sortuje podtablicg A[p..r] zlozona z m
elementow (m=r-p+1). Jesli p>r, to tablica jest juz posortowana i nie

nastgpuje dalsze zaglebianie wywotan rekursywnych. W przeciwnym razie
dzieli si¢ tablice A[p..r] na dwie podtablice: A[p..q] zawierajaca |—m/ 2—‘

elementow oraz A[q..r] zawierajaca Lm/ 2J elementow. Dla tak otrzymanych

tablic wywotuje si¢ procedurg sortowania przez scalanie (linie 3 i 4). Nastepnie
posortowane ,,potowki‘ powinny zosta¢ potaczone (scalone) tak, aby w wyniku
otrzymac takze posortowana tablice (linia 5). Opracowanie procedury scalajacej
pozostawia si¢ czytelnikowi (zob zad.2 na koncu rozdziatu). Aby zatem
posortowac tablicg 4 = <A[l], A[2], 4[3]..., A[length[A]D , procedurg sortowania

wywoluje sig¢ nastepujaco: SORT-SCALANIE(4,1,length[A]).
Schemat sortowania przez scalanie dla 4= <5, 2,4,6,1,3,2, 6> pokazano na

rys.4.6.

[1]2[2[3]4]5]s]¢]
/ scal \
[2]4]5]6] [1]2]3]6]

/ scal \ / scal \
[«[e]  [2[3]  [2[s]
/scal\ /scal\ /scal\ /scal\
(] (€]

Rys.4.6 Sortowanie przez scalanie.

Ocenimy teraz ztozono$¢ czasowa algorytmu sortowania przez scalanie. Jest to
algorytm rekurencyjny, ktory wykorzystuje metode ,,dziel i zwycigzaj”. Czas
dzialania T(n) takich algorytméw mozna opisa¢ zaleznoscia rekurencyjna
postaci:

o), n<s
T(n):{aT(n/b)+D(n)+C(n), n>s *3

Zapis ten oznacza, ze jesli problem jest dostatecznie maly (rozmiar zadania nie
przekracza pewnej stalej s), wowczas jego rozwiazanie zajmuje staly czas ®(l).

Jesli natomiast dzielimy problem na a podprobleméw i kazdy z nich jest
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rozmiaru n/b, to czas rozwiazania tych podproblemow wyniesie aTl (n/ b). Do
tej wielko$ci nalezy doda¢ czas D(n) przeznaczony na dzielenie problemu na

podproblemy oraz czas scalania C (n)

W przypadku sortowania przez scalanie zalezno$¢ rekurencyjna (4.3) ma
postac:

27(n/2)+0(n), n>1

T(n):{(a(l), n=1 (4.4)

gdzie sktadnik G)(n) oznacza czas scalania, a czas dzielenia, jako staly

pominigto. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu sortowania przez scalanie mozna
otrzymac¢ rozwiazujac rownanie rekurencyjne (4.4). Rozwiazanie to mozna
otrzymac wprost, jesli skorzysta¢ z podanego nizej twierdzenia [5].

Twierdzenie 4.2

Niech a,b,c beda nieujemnymi stalymi. Rozwigzanie rownania rekurencyjnego
b, n=1
T (n) =
al(n/c)+bn, n>1
dla n bedacych potega liczby ¢ ma postaé
O(n), a<c
T(n)=40(nlgn), a=c
O(nl"g” “ ), a>c

Z powyzszego twierdzenia, ktorego dowdd pominiemy, wynika, ze ztozonosé
obliczeniowa algorytmu sortowania przez scalanie wynosi O(n lg n)

Uwzgledniajac  wczesniej udowodnione twierdzenie 4.1 otrzymujemy, ze
ztozonosé ta wynosi ©(nlgn).

4.3 Sortowanie w czasie liniowym

Przedstawimy dwa algorytmy, dla ktérych nie obowiazuje dolna granica na czas
sortowania Q(n lg n), jak to ma miejsce w przypadku algorytmoéw opartych

wylacznie na poréwnaniach. Prezentowane tutaj algorytmy oprécz poréwnan
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wykorzystuja pewne specyficzne wilasciwosci sortowanych elementow, przy
czym moze si¢ zdarzy¢, ze poréwnania nie sa w ogodle konieczne.

4.3.1 Sortowanie przez zliczanie

W algorytmie sortowania przez zliczanie zaktadamy, ze kazdy z n sortowanych
elementéw jest liczba catkowita z przedziatu 1.k. Je$li k= O(n), to wtedy

sortowanie dziata w czasie O(n) Idea algorytmu polega na okresleniu dla

kazdego elementu x, ile elementéw jest mniejszych lub réwnych x. Majac te
liczbg, mozemy okresli¢ doktadna pozycjg x w posortowanym ciagu. Procedurg
sortowania przez zliczanie przedstawia kod K.4.4.

K44

SORT-ZLICZANIE(4, B, k)

1 dla i1 dok

2 wykonuj C[i] < 0

3 dla j<1 do length[A]

4 wykonuj C[A[/]] <« C[A[/]] +1

5 > C[i] zawiera teraz liczbg elementéw rownych i
6 dlai<2do k

7 wykonuj C[i] < C[i] + C[i-1]

8 > C[i] zawiera teraz liczbg elementéw mniejszych lub rownych i
9 dla j< length[A] w_dét _do 1

10 wykonuj { B[C[A[j]]] < A[/]

11 CIA[1] < CIAT] -1}

W procedurze SORT-ZLICZANIE przyjeto, ze dane wejsciowe sa elementami
tablicy A[l..n] , (n = length[A]). Tablica B[l..n] jest tablica wyjsciowa, gdzie
zostana umieszczone posortowane eclementy, a tablica C [1..k] jest tablica

pomocnicza. W liniach 1-2 tablica C jest zerowana, natomiast operacje w
liniach 3-4 prowadza do zapisu w kazdym elemencie C [l] liczby calkowitej

odpowiadajacej ilosci elementow tablicy wejsciowej rownych i. Nastgpnie w
liniach 6-7 jest wyznaczana i zapisywana w C[i] liczba elementow tablicy
wejsciowej mniejszych lub rownych i. Ostatecznie w liniach 9-11 wszystkie
elementy zostaja rozmieszczone na wiasciwych miejscach w tablicy B .

Dziatanie algorytmu K.4.4 zilustrujemy na przyktadzie sortowania tablicy

A=(3,6,4,1,3,4,1,4),
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dla ktérej n =8 oraz k =6.

Po wykonaniu linii 4 tablice 4 i C maja posta¢ pokazang na rys.4.7a, natomiast
po wykonaniu linii 7 tablica C zostaje wypelniona w sposob przedstawiony na
rys.4.7b. Rysunki 4.7¢c-4.7] pokazuja postac tablic B i C po kolejnych iteracjach
wykonywanych w liniach 9-11.

a) b)

1 2 3 4 5 6 7 8
4(3/6/4[1/3]4/14]

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
Ccl2lo/213]0/1] Cl22[4][7]7]8]
¢ Jj=8 d =7
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 [3) 7 8
Bl [ 1 1] la | Bl 1] [ [ | 4] ]
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Cl2[214]6]78] Cl1]2[4]6/7]8]
) =6 f =5
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 [3) 7 8
B 1] | | [4]4] | B [1] 3] [4]4] |
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 [
Cl12]4]5]7]8] Cl1]2]3]5]7 8]
g =4 hy =3
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 9 7 8
B|11] [3] [4/4] | B [1]1] [3]4[4/4 |
1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5 [
C [o]2135]7]8] Clol2[3]4/78]
=2 !
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 [ 7 8
B [1]1] [3[4]4]4]6] B [1]1]3]3]4]4]4 6]
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 [
Clol2]3[4][77] Clol2/2]4/77]

Rys.4.7 Tlustracja algorytmu sortowania przez zliczanie dla tablicy (3,6,4,1,3,4,1,4).
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Ocenimy czas dziatania algorytmu sortowania przez zliczanie. Pgtle w liniach
1-2 oraz 3-4 wymagaja odpowiednio czasow O(k) oraz O(n) Poniewaz
analogiczne wymogi maja petle w liniach 6-7 oraz 9-11, stad caltkowity czas
dziatania procedury K.4.4 mozna zapisaé jako O(k +n). Z zatozenia k = O(n)
wynika dalej, ze czas ten wynosi O(n), a zatem jest ograniczony funkcja
liniowa wzgledem liczby sortowanych elementow n. Ocena ta §wiadczy o duzej
efektywnosci algorytmu sortowania przez zliczanie.

4.3.2 Sortowanie kubelkowe

Algorytm sortowania kubetkowego réwniez nalezy do algorytmow szybkich, tj.
sortujacych w czasie liniowym. Podobnie jak w przypadku sortowania przez
zliczanie, tutaj takze nakltada si¢ ograniczenie na dane wejsciowe. Polega ono
na zalozeniu, ze sortowane sa liczby wybrane losowo (z rozkladem
jednostajnym) z przedziatu [0..1). Procedure sortowania kubetkowego

przedstawiono w postaci kodu K.4.5.

K45

SORT-KUBELKOWE(4)

1 n < length[A]

2 dlai<—1don

3 wykonuj wstaw A[i] do listy B[L.n A[i]]

4 dla i<-0 do n-1

5 wykonuj posortuj list¢ B[i] przez wstawianie

6 potacz listy B[0], B[1],..., B[n-1] w te]j kolejnosci

Parametrem wejsciowym jest n-elementowa tablica 4, ktorej elementy spetniaja
zaleznos¢ 0 < A[z'] <1. Algorytm sortowania zaktada podziat przedziatu [0..1)

na n podprzedzialdw jednakowych rozmiarow nazywanych ,kubetkami”, a
nastgpnie rozrzucenie n liczb do tych podprzedziatow. W tym celu jest
wykorzystana tablica list B[O..n—l] reprezentujacych kubelki. Liczby w

podprzedziatach sa nastgpnie sortowane przez wstawianie, a posortowane listy z
kazdego podprzedziatu taczy si¢ ze soba.

Dziatanie algorytmu zilustrujemy na przyktadzie 10-elementowe;j tablicy

4={0,78;0,17;0,39; 0,26; 0,72;0,94; 0,21; 0,123 0,23; 0,68) .
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Rysunek 4.8a przedstawia nieposortowana tablicg 4, natomiast rys.4.8b tablicg
B po wykonaniu petli w liniach 4-5 procedury.

a) 4 b) E
110,78 0
210,17 1 [ «f»]0,12] «-+0,17 nil]
310,39 2 | +»0,21] «1+0,23] ++[0,26]nil
410,26 3| =0,39 nil
510,72 4
6 | 0,94 s |
710,21 6 | «»0,68]ni
80,12 7 | «f»[0,72] «|+0,78]nil]
9 10,23 8
10 0,68 9 | «l»{0,94]ni

Rys.4.8 Sortowanie kubelkowe.

Poprawnos¢ sortowania kubetkowego

W celu wykazania, ze algorytm sortowania kubelkowego dziala poprawnie,
rozwaza si¢ ([5]) dwa dowolne elementy A[z'] i A[ j]. Jesli podczas sortowania

trafia one do tego samego kubelka, to w tablicy wynikowej na pewno wystapia
w poprawne]j kolejnosci, poniewaz liczby w kazdym kubetku sa sortowane
przez wstawianie, a poprawno$¢ tej metody zakltadamy. Zaltozmy zatem, ze
elementy A[i] i A[ j] trafia do roznych kubetkow o numerach odpowiednio i’

i j',aponadto i’ < j'. Po polaczeniu kubetkow elementy listy B[z"] znajda sie
przed elementami listy B[ J ’], a zatem element A[i] poprzedzi A[ j] w ciagu
wynikowym. Musi wtedy zachodzi¢ A[i]é A[ j], co wykazemy metoda ,,nie

wprost”, zaktadajac, ze jest przeciwnie. Otrzymujemy wowczas
i'=[ni]|2[na[j]]=
co jest sprzeczne z wezesniejszym zatozeniem, ze i’ < j'.

ZYozonos¢ sortowania kubetkowego

Mozna réwniez wykaza¢ ([5]), ze czas dziatania algorytmu sortowania
kubetkowego jest liniowy wzgledem liczby sortowanych elementow. Poniewaz
pesymistyczny czas wykonania operacji we wszystkich liniach oprdcz linii 5
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Wynosi O(n), pozostaje dokona¢ analizy sortowania wszystkich list
B[i], i =0,1,...n—1 zawierajacych elementy w kubetkach. Oznaczymy przez n,
zmienna losowa odpowiadajaca liczbie elementow w kubetku B[i].
Pesymistyczny czas sortowania przez wstawianie wynosi O(nz), a zatem

oczekiwany czas posortowania elementow listy B [i ] Wynosi

Elo(u? )|=ole] ).

Ocenimy teraz catkowity oczekiwany czas posortowania elementow we
wszystkich kubetkach, tzn.

S o(Efr]) - o(ni E[nz]j (4.5)
i=0 i=0
Mamy 7 elementdéw i n list. Poniewaz do kazdej listy trafiaja elementy z %
czesci catego przedziatu [O, 1), to prawdopodobienstwo tego, ze dany element
trafi do listy B[z'], jest jednakowe dla wszystkich list i wynosi p = %
Zmienna losowa n; ma zatem rozktad dwumianowy z warto$cia oczekiwang
E[ni ] =np=1
i wariancja
Var[ni]: np(l—p): 1—%.
Na podstawie znanej zaleznosci dla wartosci oczekiwanej 1 wariancji zmienne;j

losowej otrzymujemy

E[r2]= Varln, ]+ 2 ]=1- L4 12 =2- L - 0(1).
n n

Wynik ten, w potaczeniu z (4.5), pozwala stwierdzi¢, ze czas posortowania
elementow we wszystkich kubelkach jest liniowy, a zatem oczekiwany czas
sortowania kubetkowego jest takze liniowy.

Pytania kontrolne

1. Poda¢ definicjg oraz przyktady porzadku czgsciowego i porzadku
liniowego.
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Sformutowac ogolnie zadanie sortowania oraz scharakteryzowac dwie klasy
algorytméw sortowania.

Wyjasni¢ pojgcia sortowania wewngetrznego i zewngtrznego.

Omoéwic¢ na przyktadzie uzycie drzewa decyzyjnego do prezentacji
algorytmu sortowania za pomoca porownan.

Poda¢ dolne ograniczenie na pesymistyczny czas sortowania w algorytmach
wykorzystujacych tylko poréwnania i udowodni¢ jego poprawnose.
Przedstawi¢ algorytm sortowania przez wstawianie i oszacowac jego
ztozono$¢ czasowa.

Przedstawi¢ algorytm sortowania przez kopcowanie i oszacowacé jego
ztozono$¢ czasowa.

Na przyktadzie algorytmu sortowania przez scalanie przedstawic istote
metody ,,dziel i zwycigzaj“.

9. Dla algorytmu sortowania przez scalanie pokaza¢ zastosowanie zaleznosci
rekurencyjnej do oszacowania czasu dziatania algorytmu.

10. Omowi¢ algorytm sortowania przez zliczanie dziatajacy w czasie liniowym
1 wyjasni¢ fakt, ze dla tego algorytmu nie obowiazuje granica Q(n Ig n)

11. Omowi¢ algorytm sortowania kubetkowego i wykazac¢ jego poprawnosc.
Jaka cecha taczy algorytmy sortowania przez zliczanie i sortowania
kubetkowego?

Zadania

1. Skonstruowa¢ drzewo decyzyjne odpowiadajace algorytmowi sortowania

2.

przez wstawianie dla ciagu a,,a,,a;,4,.

Napisac procedurg SCALAIJ(4,p,q,r) realizujaca scalanie posortowanych
tablic A[p..q] i A[q + 1..r] w jedna posortowana tablice A[p..r], tak, aby

mogla ona by¢ wykorzystana w algorytmie sortowania przez scalanie.

Zilustrowa¢ dziatanie procedury sortowania przez zliczanie dla tablicy
A=(7,1,3,1,2,4,5,7,2,4,3).

Zilustrowa¢ dziatanie procedury sortowania kubetkowego dla tablicy
A= <0,79, 0,13,0,16,0,64, 0,39, 0,20, 0,89, 0,53, 0,71, O,42> .
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DODATEK

Zadania na egzaminy i kolokwia

W uzupehieniu zostana podane przykladowe zestawy zadan, jakie pojawiaty
si¢ w ostatnich latach na egzaminach i kolokwiach. Przy kazdym zadaniu w
nawiasach podano maksymalna liczbe punktow, na ktéra moze by¢ oceniona
prawidtowa odpowiedz. Czas rowiazywania w przeliczeniu na 1 punkt wynosit
srednio 2 minuty. Mozliwe jest wystapienie w réznych zestawach podobnych, a
nawet identycznych zadan. Pozostawiono je celowo, aby Czytelnik mogt
zmierzy¢ si¢ z ,,oryginalnymi” zestawami obejmujacymi z reguty odpowiednio
dobrany zakres materiatu.

Zestaw 1

1. Zdefiniowa¢ jednym zdaniem nastgpujace pojgcia:
a) glebokosc wierzchotka drzewa; (1)
b) operand typu i w jgzyku maszyny RAM; (1)
c) silnie spdjny graf skierowany; (1)
d) procedura rekurencyjna; (1)
e) algorytm sortujacy w czasie liniowym; (1)
f) asymptotycznie optymalny algorytm sortujacy wylacznie za pomoca
poréwnan. (1)

2. Napisac rekurencyjna procedurg obliczajaca n-ta potege liczby m (m>0). (2)
3. Rozwazy¢ nastgpujacy program w jezyku maszyny RAM:

LOAD =0
STORE 1
LOAD =1
STORE 2
ET1: LOAD =5
SUB 2
JGTZ Et2
JUMP Et3
Et2: LOAD 1
ADD 2
STORE 1
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP ET1
Et3: WRITE 1
HALT
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a) Jaka jest waga logarytmiczna operandu w pierwszej komendzie LOAD? (1)
b) Jaka jest warto$¢ operandu w komendzie z etykieta Et1? (1)

c¢) Jakiego typu adres wystgpuje w komendzie JGTZ? (1)

d) Ile razy wykona si¢ komenda ADD 2 ? (1)

e) Poda¢ wynik dziatania programu (1)

f) Ile rejestrow wykorzystano w obliczeniach ? (1)

g) Jakie zadanie peni tutaj rejestr 0 ? (1)

4. Rozwazy¢ wyrazenie: (((2-1)*3)+1).
a) Poda¢ odwrotny zapis polski tego wyrazenia. (1)
b) Przedstawi¢ ciag operacji na stosie wykonywanych w trakcie otrzymania
zapisu postfiksowego. (2)
c) Przedstawic¢ ciag operacji na stosie wykonywanych w trakcie obliczania
warto$ci otrzymanego wyrazenia postfiksowego. (2)

5. Zakladamy ze liczby: 1, 3, 5, 7, 9, 0 sa odpowiednio elementami
A[l],..., A[6] tablicy A.

a) Sporzadzi¢ rysunek pokazujacy rozmieszczenie tych liczb w weztach
odpowiedniego drzewa binarnego reprezentujacego kopiec zbudowany w
wyniku wywotania procedury KOPIEC-BUDUIJ(A). (2)

b) Przedstawi¢ rysunek pokazujacy stan po usunig¢ciu maksymalnego elementu
z kolejki priorytetowej reprezentowanej przez kopiec z p. a). (2)

c) Jak bedzie wygladata kolejka priorytetowa reprezentowana przez kopiec z p.
a) po wykonaniu operacji dodawania elementu o wartosci 8? (2)

6. Zaklada sig, ze tablica A=(3,4,1,4) jest sortowana przez zliczanie wedtug
nastg¢pujacego algorytmu:
SORT-ZLICZANIE(4, B, k)
1 dlai<-1dok
wykonuj C[i] < 0
dla j<1 do length[A]
wykonuj C[A[j]] < C[A[j]] + 1
dlai<2dok
wykonuj C[i] « C[i] + C[i-1]
dla j< length[A] w_dél _do 1
wykonuj { B[CIA[]]] < A[j]
9 LA « CIA[T - 1 }

(e BEN I o) NV, NSV V]

a) Jaka jest zawarto$¢ tablicy C przed wejsciem do petli w liniach 7-9? (1)
b) Jaka jest zawarto$¢ tablicy C po wykonaniu procedury? (1)
c) Jaka jest zawarto$¢ tablicy B po wykonaniu procedury? (1)
d) Jaka jest zawarto$¢ tablicy A po wykonaniu procedury? (1)
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Zestaw 2

1. Zdefiniowa¢ jednym zdaniem nastgpujace pojecia:
a) zlozono$¢ pamigciowa; (1)
b) lista (definicja rekurencyjna); (1)
c) stopien wezta w drzewie; (1)
d) rzad drzewa; (1)
e) procedura rekurencyjna; (1)
f) algorytm sortujacy w czasie liniowym. (1)

2.  Napisa¢ w pseudokodzie procedure , ktora dla i-tego elementu kopca
wypisuje po kolei elementy tworzace droge od tego elementu do korzenia

kopca. (2)

3. Rozwazy¢ program:

ETI:

Et2:

Et3:

LOAD =1
STORE 1
LOAD =1
STORE 2
LOAD =4
SUB 2
JGTZ Et2
JUMP Et3
LOAD 1
MULT 2
STORE 1
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP ET1
WRITE 1
HALT

a) Jaka jest waga logarytmiczna drugiej komendy STORE? (1)

b) Jaka jest warto$¢ operandu w komendzie z etykieta Et1? (1)

c) Jakiego typu adres wystegpuje w komendzie JGTZ? (1)

d) Ile razy wykona si¢ komenda MULT 2 ? (1)

e) Poda¢ wynik dziatania programu. (1)

f) Ile rejestrow wykorzystano w obliczeniach? (1)

g) Poda¢ wagg logarytmiczng operandu komendy MULT podczas jej ostatniego

wykonania. (1)

4. Zaktadamy ze liczby: 1, 3, 5, 7, 9, 0 sa odpowiednio elementami
A[l],..., A[6] tablicy A.
a) Sporzadzi¢ rysunek pokazujacy rozmieszczenie tych liczb w weztach
odpowiedniego drzewa binarnego reprezentujacego kopiec zbudowany w
wyniku wywotania procedury KOPIEC-BUDUJ(A). (2)
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b) Przedstawi¢ rysunek pokazujacy stan po usuni¢ciu maksymalnego elementu
z kolejki priorytetowej reprezentowanej przez kopiec z p. a). (2)

c¢) Jak bedzie wygladata kolejka priorytetowa reprezentowana przez kopiec z p.
a) po wykonaniu operacji dodawania elementu o wartosci 8 ? (2)

5. Rozwazy¢ nastepujace drzewo binarne:

a) Podac¢ kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkoéw tego drzewa metoda preorder. (1)
b) Podac kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkow tego drzewa metoda postorder. (1)
¢) Poda¢ kolejno$¢ odwiedzania wierzchotkéw tego drzewa metoda inorder. (1)

6. Podac definicj¢ porzadku cze$ciowego. (2)

7. Zaklada sig, ze tablica A=(3,4,1,4) jest sortowana przez zliczanie wedtug
nastgpujacego algorytmu:

SORT-ZLICZANIE(4, B, k)
dla i<—1 do k

wykonuj C[i] < 0
dla j<1 do length[A]

wykonuj C[A[/]] < C[A[j]] + 1
dla i<-2 do k

wykonuj C[i] « C[i] + (C[i-1]
dla j< length[A] w_dél do 1

wykonuj { BIC[A[/1]] < 4[]

ClA[1 < Cl411 -1}

Przedstawi¢, jak zmienia si¢ zawarto$¢ tablic B i C po wykonaniu
kolejnych iteracji w wierszach 7-9. Przed wejsciem do petli w liniach 7-9
C=(1,1,2,4). (4)

O 01N DN~ Wi~

Zestaw 3

1. Zdefiniowac jednym zdaniem nastgpujace pojecia:
a) rozmiar zadania; (1)

b) notacja f(n) = Q(g(n)); (1)

¢) operand typu *i w jezyku maszyny RAM; (1)
d) zlozono$¢ pesymistyczna; (1)

e) lista dwukierunkowa; (1)

f) struktury z ograniczonym dostgpem; (1)

g) cykl w grafie nieskierowanym. (1)
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2. Zapisa¢ w pseudojezyku algorytm wypisujacy elementy listy L
reprezentowanej przy pomocy wskaznikow. (3)

3. Rozwazy¢ program:

Etl:

Et2:

Et3:

LOAD =10
STORE 2
READ 1
LOAD 1
JZERO Et3
LOAD 1
SUB 2
JGTZ Ef2
JUMP Etl
LOAD 1
STORE 2
JUMP ET1
WRITE 2
HALT

a) Jaka jest warto§¢ operandu w pierwszej komendzie LOAD? (1)

b) Jaka jest warto$¢ operandu w komendzie z etykieta Et1? (1)

c¢) Jakiego typu adres wystgpuje w komendzie JZERO? (1)

d) (1) Poda¢ wynik dziatania programu po wprowadzeniu liczb: 1 2 3 4 0.

e) (1) Poda¢ wynik dziatania programu po wprowadzeniu liczb: 10 20 30 40 0.

4. Rozwazy¢ graf nieskierowany G={V, E}, gdzie:

V={a, b, c, d},
E={(a,b), (a,c), (b,c), (b,d),(c,d)}.

a) Narysowac ten graf. (1)
b) Naszkicowac reprezentacje¢ grafu G z uzyciem list sasiedztwa. (2)
¢) Naszkicowac reprezentacj¢ grafu G z uzyciem macierzy sasiedztwa. (2)

5. Rozwazy¢ wyrazenie: (2-(1*(3+1))).
a) Poda¢ odwrotny zapis polski tego wyrazenia. (1)
b) Przedstawic ciag operacji na stosie wykonywanych w trakcie otrzymywania
zapisu postfiksowego. (2)
c) Przedstawi¢ ciag operacji na stosic wykonywanych w trakcie obliczania
wartosci otrzymanego w p. b) wyrazenia postfiksowego. (2)

6. Zaktadamy ze liczby: 1, 3, 6, -1, 0, 4, 2 sa odpowiednio elementami
A[l],..., A[7] tablicy A.

a) Przedstawi¢ rysunki pokazujace uktad tych liczb w tablicy A oraz w
weztach odpowiedniego drzewa binarnego po zbudowaniu kopca. (2)

b) Jak bedzie wygladata kolejka priorytetowa reprezentowana przez kopiec z
rys a) po wykonaniu operacji usuwania maksymalnego elementu? (2)

¢) Rozmiesci¢ liczby (pierwotnej) tablicy A w weztach drzewa binarnego, tak,
aby powstato drzewo BST o minimalnej gigbokosci. (1)
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Zestaw 4

1.

Zdefiniowac¢ jednym zdaniem nastgpujace pojgcia:
a) glebokos¢ wierzchotka drzewa; (1)
b) drzewo niezorientowane; (1)
¢) operand typu i w jezyku maszyny RAM; (1)
d) silnie spdjny graf skierowany; (1)
e) lista dwukierunkowa; (1)
f) sortowanie wewngtrzne; (1)
g) cykl w grafie skierowanym. (1)

Zapisa¢ w pseudojezyku procedurg MAX wyznaczajaca maksymalna
sposrod czytanych kolejno liczb. Procedura ta konczy prace z chwila
napotkania zera, wypisujac maksymalna liczbe. (3)

Rozwazy¢ program:
LOAD =10
STORE 2

Etl: READ 1
LOAD 1
JZERO Et3
LOAD 1
SUB 2
JGTZ Et2
JUMP Etl

Et2: LOAD 1
STORE 2
JUMP ET1

Et3: WRITE 2
HALT

a) Jaka jest warto$¢ operandu w pierwszej komendzie LOAD? (1)

b) Jaka jest warto$¢ operandu w komendzie z etykieta Et1? (1)

¢) Jakiego typu adres wystepuje w komendzie JZERO? (1)

d) (1) Poda¢ wynik dziatania programu po wprowadzeniu liczb: 1 2 3 4 0.

e) (1) Poda¢ wynik dzialania programu po wprowadzeniu liczb: 10 20 30 40 O.

Rozwazy¢ graf skierowany G={V, E}, gdzie:
V={a, b, c, d},
E={(a,b), (a,c), (b,d), (c,b),(d,c), (d,d)}.
a) Narysowac ten graf. (1)
b) Naszkicowa¢ reprezentacjg grafu G z uzyciem list sasiedztwa. (2)
¢) Naszkicowac¢ reprezentacjg grafu G z uzyciem macierzy sasiedztwa. (2)

Rozwazy¢ wyrazenie: (((2-1)*3)+1).
a) Poda¢ odwrotny zapis polski tego wyrazenia. (1)
b) Przedstawié ciag operacji na stosie wykonywanych w trakcie otrzymywania
zapisu postfiksowego. (2)
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c) Przedstawi¢ ciag operacji na stosie wykonywanych w trakcie obliczania
warto$ci otrzymanego w p. b) wyrazenia postfiksowego. (2)

6. Rozwazy¢ nastgpujace drzewo binarne:

a) Podac¢ kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkéw tego drzewa metoda preorder. (1)
b) Poda¢ kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkow tego drzewa metoda postorder. (1)
¢) Podac¢ kolejnos¢ odwiedzania wierzchotkow tego drzewa metoda inorder. (1)
d) Czy drzewo to ma wlasnos¢ drzewa BST? (1)

e) Czy drzewo to ma wlasnoos¢ kopca? (1)

Zestaw 5

1. Zdefiniowa¢ jednym zdaniem nast¢pujace pojecia:
a) rozmiar zadania; (1)
b) réwnomierne kryterium wagowe; (1)
¢) operand typu i w jezyku maszyny RAM; (1)
d) spdjny graf nieskierowany; (1)
e) procedura rekurencyjna. (1)

2. Zapisa¢ w pseudojezyku procedure, ktora wypisuje minimalny element
tablicy jednowymiarowej 4 zadanej jako parametr. (3)

3. Rozwazy¢ program:
LOAD =0
STORE 1
LOAD =1
STORE 2

ET1: LOAD =5
SUB 2
JGTZ Ex2
JUMP Et3

Et2: LOAD 1
ADD 2
STORE 1
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP ET1

Et3: WRITE 1
HALT

a) Jaka jest waga logarytmiczna operandu w pierwszej komendzie STORE? (1)
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b) Jaka jest warto$¢ operandu w komendzie z etykieta Et1? (1)
c) Jakiego typu adres wystepuje w komendzie JGTZ? (1)

d) Ile razy wykona si¢ komenda ADD 2 ? (1)

e) Poda¢ wynik dziatania programu. (1)

f) Ile rejestréw wykorzystano w obliczeniach? (1)

g) Jakie zadanie pelni tutaj rejestr 0 ? (1)

Zdefiniowac¢ jednym zdaniem nastgpujace pojgcia:

a) regularne drzewo binarne; (1)

b) podstawowa wlasnos¢ kopca; (1)

c) wezet wewngtrzny drzewa; (1)

d) drzewo poszukiwan binarnych; (1)

e) asymptotycznie optymalny algorytm sortujacy wytacznie za pomoca
poréwnan. (1)

Napisac¢ iteracyjna wersje algorytmu poszukiwania w drzewie BST
elementu o podanym kluczu. (3)

Podac¢ istote metody ,,dziel i zwycigzaj”. (2)

Zaktadamy ze liczby: 1, 2, 3, 4, 5, 6 sa odpowiednio elementami A[1]....,

A[6] tablicy A.

a) Sporzadzi¢ rysunki pokazujace rozmieszczenie tych liczb w tablicy A oraz
w weztach odpowiedniego drzewa binarnego tak, aby byl to stan wyjsciowy
dla procedury budowania kopca. (1)

b) Przedstawi¢ rysunki podobne jak w p. a), ale po zbudowaniu kopca. (2)

c) Jak bgdzie wygladata kolejka priorytetowa reprezentowana przez kopiec z
rys. b) po wykonaniu operacji usuwania maksymalnego elementu? (2)
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