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1 Zadanie 4

Dany jest nastepujacy algorytm:

MAX

1 czytaj x

2 max+«x

3 dopdéki x#0

4 wykonuj { jesli x>max
5 to max«x
6 czytaj x }
7 pisz max

a) Napisaé¢ program w jezyku maszyny RAM realizujacy ten algorytm.

e Rozwiazanie z komentarzem:

Istnieje wiele metod tworzenia programéw w jezyku maszyny RAM. Jedna z
nich jest translacja programu w pseudojezyku do kodu w jezyku maszyny RAM.
Czesto jest to prostsze niz napisanie programu bezposérednio w jezyku maszyny
RAM, wylacznie na podstawie specyfikacji. Postepowanie takie zapewnia takze
zgodnosé programu RAM z pseudojezykiem. Tworzac program wedtug tej meto-
dy dziatamy analogicznie jak hipotetyczny kompilator pseudojezyka ttumaczacy
program do zblizonego do asemblera jezyka maszyny RAM.

W pierwszym kroku nalezy kazdej zmiennej z pseudojezyka przypisac rejestr
maszyny RAM. W naszym programie wystepuja zmienne x i max. Przyjmijmy,
ze odpowiednikiem zmiennej x w maszynie RAM bedzie rejestr r1, a odpowied-
nikiem zmiennej max bedzie rejestr rs.

W kolejnym kroku tlumaczymy program w pseudojezyku linia po linii. Po-
jedyncza linijka pseudojezyka moze by¢ przettumaczona na jedna badz kilka
komend maszyny RAM. Pierwsza linia naszego programu to czytaj x. Skoro
przyjelismy, ze odpowiednikiem zmiennej x bedzie rejestr r; linie te przettuma-
czymy jako:



READ 1

Kolejna linia programu w pseudojezyku zawiera przypisanie max«—x. Odpo-
wiednikiem w maszynie RAM bedzie przypisanie do rejestru ro zawartosci reje-
stru 1. Nie ma pojedynczej instrukcji maszyny RAM realizujacej takie przypisa-
nie, nalezy tu postuzy¢ sie sumatorem w celu przechowania poéredniej wartosci.
Finalnie linie te przettumaczymy jako sekwencje polecen:

LOAD 1
STORE 2

W linii 3 programu w pseudojezyku rozpoczyna sie petla. Typowo w jezy-
kach wysokiego poziomu wystepuja specjalizowane operatory petli. W jezykach
niskiego poziomu czesto musimy petle realizowaé za pomoca instrukeji skokéw i
skokéw warunkowych. Wazne jest by zapamietaé, ze postepujemy tak wylacznie
wtedy, gdy wymusza to specyfika niskopoziomowego jezyka programowania. W
jezykach wysokiego poziomu instrukcje skokow zazwyczaj nie wystepuja, a nawet
jesli jezyk na to pozwala, to nie nalezy ich uzywaé. Stosowanie skokéw narusza
paradygmat programowania strukturalnego lub obiektowego, a takze prowadzi
do tworzenia bardzo nieczytelnego kodu. Jest to zdecydowanie zta praktyka.

Przypominam takze, ze podczas naszych zaje¢ obowiazuje nas sktadnia i
semantyka pseudojezyka zdefiniowana w skrypcie. W dialekcie tym wystepuja
operatory petli, nie wystepuja instrukcje skokéw. Uzycie instrukeji skoku do
,recznego” zaimplementowania petli w pseudokodzie, zamiast stosownego ope-
ratora petli, bedzie uznawane za bledne rozwiazanie danego zadania.

W jezyku maszyny RAM niestety nie mamy innej mozliwosci, musimy pe-
tle zaimplementowaé bazujac na skokach. Przed kazdym obiegiem petli dopéki
sprawdzany jest warunek pozostania w petli. Jezeli jest on spelniony to nastepu-
je jednokrotna iteracja instrukcji (prostej lub zlozonej) nastepujacej po stowie
kluczowym wykonuj, a nastepnie powrét do sprawdzenia warunku. W jezyku
maszyny RAM wygodniej jest przed kazda iteracja sprawdzi¢ warunek przeciw-
ny, a wiec warunek opuszczenia petli. Jezeli bedzie on spelniony to wykonany
zostanie skok warunkowy poza petle, do kolejnej instrukeji (u nas odpowiednika
linii 7 z pseudojezyka). W przeciwnym wypadku wykonana zostanie pojedyn-
cza iteracja petli, zakoficzona skokiem (powrotem) do poprzedniego fragmentu
programu sprawdzajacego warunek.

Warunkiem przeciwnym do x#0 jest x=0. Skok warunkowy umozliwiajacy
poréwnanie z wartoscia zero to JZERO. Aby go uzy¢ musimy pobra¢ do sumato-
ra warto$¢ z rejestru r; (odpowiednika zmiennej x). Otrzymujemy wiec dalszy
fragment programu, bedacy ttumaczeniem linii 3 pseudojezyka:

dopoki: LOAD 1
JZERO koniec_dopoki

Uwazny czytelnik zapewne dostrzeze, ze po wykonaniu wczeéniejszego frag-
mentu w sumatorze pozostata biezaca wartos$é x, a wiec komenda LOAD 1 wydaje
sie tu nadmiarowa. Analiza dalszego fragmentu, w szczegélnosci odpowiednika
linii 6, uzasadni jej obecnos¢.



W linii 4 pseudojezyka wystepuje sprawdzenie warunku x>max. W jezyku
maszyny RAM sa dwa skoki warunkowe, JZERO i JGTZ, testujace czy wartosé
w sumatorze jest odpowiednio rowna zero, badz wieksza od zera. Nalezy wiec
odpowiednio przeksztalci¢ podane wyrazenie. Nieréwnos¢ x > max jest tozsama
z nieréwnoscia x — max > 0. Obliczamy wyrazenie x — max pamietajac, ze
odpowiednikiem x jest r1, a odpowiednikiem max r5. Otrzymujemy wiec:

LOAD 1
SUB 2
JGTZ nowe_max
JUMP czytaj_x

Podobnie jak poprzednio fragment ten zaczyna sie od zaladowania warto-
$ci z rejestru ry, ktéra juz jest w sumatorze. Tym razem faktycznie mozna
te instrukcje pominaé. Nalezy jednak uwazaé podczas wprowadzania podob-
nych optymalizacji, a w razie watpliwosci pozostawi¢ instrukcje. Pamietajmy,
ze pozostawienie w programie nadmiarowej, zbednej instrukcji (a nawet dowol-
nej skonczonej liczby takich instrukeji) nie zwigkszy asymptotycznej zlozonosci
programu.

Przypisanie w linii 5 pseudojezyka jest analogiczne do przypisania z linii 2.
Podobnie jak poprzednio otrzymujemy:

nowe_max: LOAD 1
STORE 2

Wezytanie kolejnej wartosci x (linia 6) realizujemy podobnie jak wezytywa-
nie w linii 1. Otrzymujemy wiec:

czytaj_x: READ 1

Zamykajacy nawias klamrowy w linii 6 konczy instrukcje zlozona, cyklicznie
powtarzana w petli. Nalezy wrécié¢ do sprawdzenia warunku:

JUMP dopoki

Linia 7 pseudojezyka znajduje sie poza petla. W linii tej wypisywana jest
warto$¢ zmiennej max. W jezyku maszyny RAM wypiszemy zawartos¢ rejestru
Ta.

koniec_dopoki: WRITE 2
Finalnie program maszyny RAM konczymy instrukcja:
HALT

YLaczac przedstawione uprzednio fragmenty otrzymujemy kompletny pro-
gram:

READ 1
LOAD 1
STORE 2



dopoki: LOAD 1
JZERO koniec_dopoki
LOAD 1
SUB 2
JGTZ nowe_max
JUMP czytaj_x
nowe_max: LOAD 1
STORE 2
czytaj_x: READ 1
JUMP dopoki
koniec_dopoki: WRITE 2
HALT

b) Okresli¢ zlozono$é czasowa 1 pamieciowa programu RAM, przyjmujac za-
rowno réwnomierne, jak i logarytmiczne kryterium wagowe.

e Rozwiazanie z komentarzem:

Ztozonos¢ obliczeniowa jest funkcjg rozmiaru zadania, nalezy wiec najpierw
zastanowié sig, co bedzie tym rozmiarem w danym przypadku. Program, ktory
analizujemy wezytuje n liczb (do momentu wezytania wartosci zero), a nastepnie
wypisuje najwieksza z wezytanych liczb. Rozmiarem zadania bedzie wiec liczba
wezytanych liczb.

Szacujac zlozonos¢ pamieciowa w réwnomiernym kryterium wagowym za-
ktadamy, ze kazdy z rejestrow wykorzystuje jedna jednostke pamieci. Ztozonosé
pamieciowa w tym kryterium nie zalezy wiec od wartosci przechowywanych w
rejestrach, a jedynie od liczby rejestréw uzytych w programie. Nie ma znaczenia
czy w rejestrach przechowywane sa duze czy tez male liczby, wazne tylko z ilu
rejestrow program korzysta.

W programie z poprzedniego podpunktu korzystamy z trzech rejestrow: rg,
r1 1 r9. Jest to stala liczba rejestréow, nie zalezy od rozmiaru zadania, a wiec
zlozono$é pamieciowa wedlug kryterium réwnomiernego wynosi O(1).

Pomocnicze, inzynierskie spostrzezenie jest takie, ze o ile w programie RAM
nie uzyto adresacji posredniej (xi) podajac rejestr w ktérym jest numer innego
rejestru z ktorego korzystamy, to wszystkie numery uzytych rejestréw sa jaw-
nie podane w programie. Skoro tak, to jest ich ograniczona liczba, niezalezna od
rozmiaru zadania, a ztozonos$é wynosi O(1). Jedynie przy wykorzystaniu adresa-
¢ji posredniej mozliwe jest napisanie programu maszyny RAM w ktérym liczba
uzytych rejestrow bedzie zaleze¢ od rozmiaru zadania.

Szacujac zlozono$¢ czasowa w rownomiernym kryterium wagowym zakla-
damy, ze czas potrzebny na wykonanie kazdej z instrukcji maszyny RAM jest
jednakowy. Co za tym idzie rozwazamy jak zmienia si¢ liczba wykonywanych
instrukeji wraz ze wzrostem rozmiaru zadania. Zauwazmy, ze analizowany pro-
gram sklada sie z pewnych operacji poczatkowych (przed petla), pewnych opera-
cji koticowych (za petla) i operacji powtarzanych w petli. Operacje poczatkowe i
koncowe wykonywane sg tylko raz, nie rzutuja wiec na ztozonosé czasowa. Nale-



zy skupicé sie na operacjach powtarzanych w petli. Mozna przyjaé, ze pojedyncza
iteracja petli trwa pewna liczbe jednostek czasu. Petla wykona sie raz dla kazdej
wezytanej liczby, poza ostatnia liczba réwna zero, a wiec przy n liczbach wyko-
na sie n — 1 razy. Wraz ze wzrostem rozmiaru zadania n, dla duzych wartosci
n, liniowo roénie liczba obiegdéw petli, a wiec w przyblizeniu liniowo rosnie czas
potrzebny na wykonanie programu. Liniowa zlozonosé zapisujemy jako O(n).

Przyjmujac logarytmiczne kryterium wagowe zaktadamy, ze duze liczby zaj-
muja wiecej miejsca w pamieci, a operacje wykonywane na nich trwaja dluze;j.
Wozrost ten ma w przyblizeniu charakter zblizony do funkcji logarytmicznej o
podstawie 2. Zwiazek ten ma proste, intuicyjne wytlumaczenie. Architektura
wspolczesnych komputeréw bazuje na systemie binarnym. Oznacza to, ze na za-
pisanie dwukrotnie wiekszej liczby potrzebujemy tylko o jeden bit wiecej. Oczy-
wiscie jest to duze przyblizenie, w praktyce nie mozemy przydzieli¢ do zmiennej
dowolnej liczby bitow, wystepuje granulacja zwigzana z rozmiarem stowa ma-
szynowego i rozmiarami typéw danych w docelowym jezyku programowania.

Szacujac zlozonos$¢ pamieciowa w kryterium logarytmicznym nalezy obliczy¢
po wszystkich uzytych rejestrach sume . I(z;) wartosci funkeji [ (zdefiniowanej
w skrypcie) dla najwigkszych wartosci bezwzglednych, ktére moga pojawié sie
w poszczegblnych rejestrach. Jak wspomniano poprzednio w rozpatrywanym
przyktadzie korzystamy z trzech rejestrow: ro, r1 i ro. Najwicksza wartos¢ jaka
pojawi sie w rejestrze ro to najwicksza z wezytanych liczb, oznaczmy ja jako
max. Ta sama wartos¢ pojawi sie w rejestrze r; podczas wezytywania z tasmy.
W trakcie obliczen zostanie pobrana takze do sumatora rg. Uzyskujemy wiec
sume l(maz) + l(max) + l(max) = 3l(mazx).

W kolejnym kroku nalezy zastanowi¢ sie jak ta najwigksza z wczytanych
liczb (max) zalezy od rozmiaru zadania (n), a wiec liczby wezytanych liczb.
Latwo zauwazy¢, ze nie zalezy. Moze by¢ tak, ze wczytujemy miliony liczb, ale
ciagle niewielkich (np. na przemian 1 lub 2), moze by¢ i tak, ze wéréd zaledwie
kilku wezytanych liczb sa liczby bardzo duze. Skoro warto$¢ maz nie zalezy
od n, to mozemy traktowac jg jako pewna stala wzgledem n. Skoro mazr =
const. to takze I(mazx) = const., a wiec obliczana suma jest stala. Oznacza
to, ze ztozonos$¢ pamieciowa w kryterium logarytmicznym réwniez jest stata, co
zapisujemy O(1).

Szacujac ztozonosé czasowa w kryterium logarytmicznym w pierwszej kolej-
noéci nalezy znalez¢ operacje dominujaca, rzutujaca na charakter ztozonoéci ca-
lego programu. Bedzie to operacja ktéra wykonuje sie najczesciej (jest wewnatrz
petli) i za kazdym razem trwa mozliwie najdtuzej (operuje na najwigkszych licz-
bach). W naszym przypadku za operacje dominujaca przyjmiemy instrukcje SUB
2. Czas potrzebny na jednokrotne wykonanie tej instrukeji, zgodnie z waga loga-
rytmiczng podana w skrypcie, wynosi I(¢(0)) +1(2) +1(c(2)). Instrukeja wykona
sie n — 1 razy (raz dla kazdej wezytanej liczby). Przyjmujac przypadek pesymi-



styczny, gdzie za kazdym razem wczytujemy warto$¢ max otrzymujemy:

n—1

D Ue(0) +1(2) +1(e(2)) =
i=1
= "21 (l(mazx) +1(2) + l(mazx)) = M
:(:1— 1)(2l(maz) +1(2))
Zauwazajac, 7 podobnie jak poprzednio maz — const. i zaniedbujac stale

otrzymujemy ztozonos$é O(n).
Finalnie otrzymaliSmy nastepujace ztozonosci:

Ztozono$é pamieciowa | Zlozonosé czasowa
Kryterium réwnomierne o) O(n)
Kryterium logarytmiczne O(1) O(n)

Zauwazmy, ze uzyskane zlozonoéci w kryterium logarytmicznym sa jedna-
kowe jak w kryterium réwnomiernym. Jest to rzadka zbieznos¢, zazwyczaj jest
inaczej. Zawdzieczamy to temu, ze w analizowanym programie najwicksza war-
to$¢ zmiennej nie zalezy od rozmiaru zadania.

2 Zadanie 5

Zapisa¢ w pseudojezyku algorytm, ktoérego zadaniem jest sprawdzenie, czy na
wejsciu pojawila sie jednakowa liczba jedynek i dwdjek. Po przeczytaniu 0, al-
gorytm wypisuje 1, jedli liczba jedynek i dwdjek byla jednakowa i zatrzymuje
sie. Zakladamy, ze oprécz 0, 1 i 2 na wejsciu nie moga pojawi¢ si¢ zadne inne
symbole.

e Przykladowe rozwiazanie z komentarzem:

JEDYNKI_I_DWOJKI
1 licznik_1+0
2 licznik_2+0
3 czytaj x
4 dopéki x#£0
5 wykonuj { jesli x=1
6 to licznik_1«-1licznik_1+1
7 inaczej licznik_2«+-1licznik_2+1
8 czytaj x }
9 jesli licznik_1=licznik_2 to pisz "1"
Koncepcja przedstawionego przykladowego rozwiazania bazuje na dwoch
licznikach, zliczajacych osobno jedynki i dwojki. W kazdej iteracji identyfikuje-
my wczytana liczbe, zwigkszamy odpowiedni licznik i wezytujemy kolejna liczbe.



Postepujemy tak do wezytania symbolu 0. Na koncu poréwnujemy oba liczniki
— jesli maja jednakowe wartosci to znaczy, ze wezytano tyle samo jedynek co i
dwdjek.

Inna mozliwo$¢ konstrukeji programu rozwiazujacego to zadanie wykorzy-
stuje zaledwie jeden licznik, w ktérym podczas pracy, na biezaco, zliczamy o
ile wiecej dotychczas wezytano jedynek niz dwéjek. Kazdorazowo po wezytaniu
jedynki inkrementujemy licznik, po wezytaniu dwoéjki — dekrementujemy. War-
tos¢ dodatnia oznacza, ze jedynek bylo wiecej, ujemna, ze dwojek bylo wiecej,
réwna zeru, ze liczba jedynek i dwojek byla jednakowa. Dla tak przygotowanego
programu szczegodlnie interesujaca jest analiza ztozonoéci obliczeniowej, zaréwno
pesymistycznej jak tez oczekiwanej. Napisanie takiego programu i przeprowa-
dzenie stosownej analizy pozostawiam dociekliwemu czytelnikowi.

a) Napisaé program w jezyku maszyny RAM realizujacy ten algorytm.

e Rozwiazanie:
Przyjmijmy 71 — licznik_1, o — licznik 2, r3 — x. Tlumaczac program w
pseudojezyku na jezyk maszyny RAM podobnie jak poprzednio otrzymujemy:

READ 3
dopoki: LOAD 3
JZERO koniec_dopoki
SUB =1
JZERO jedynka
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP czytaj_x
jedynka: LOAD 1
ADD =1
STORE 1
czytaj_x: READ 3
JUMP dopoki
koniec_dopoki: LOAD 1

SUB 2
JZERD pisz_1
HALT

pisz_1: WRITE =1
HALT

b) Okreslié¢ zlozonosé czasowa i pamieciowa programu RAM.

e Rozwiazanie z komentarzem:
Rozumujac podobnie jak w poprzednim zadaniu latwo okresli¢ ztozonosci
w réwnomiernym kryterium wagowym. Wynosza one odpowiednio: ztozonosé



pamieciowa — O(1), zlozonoséé czasowa — O(n). Zlozonosci w kryterium logaryt-
micznym wymagaja dluzszej analizy.

Przyjmijmy przypadek pesymistyczny w ktérym wezytujemy same jedynki.
Wezytamy n — 1 jedynek i finalnie zero. Ta liczba jedynek znajdzie sie pod-
czas dzialania programu w rejestrze 7 (liczniku jedynek) i w sumatorze. W
pozostatych rejestrach beda niewielkie state. Otrzymujemy wiec:

Zl(xi) =1(c(0)) 4+ 1(c(1)) +1(c(2)) + 1(c(3)) =
(1) (1) +10) + (1) = (1)
=2(n—1)+1(0) 4+ (1)

Pomijajac state i przyblizajac funkcje [ funkcja logarytmiczna otrzymujemy
zlozono$é pamigciowa w kryterium logarytmicznym réwna O(Ign).

Szacujac zlozonosé czasowa w kryterium logarytmicznym przyjmijmy ten
sam przypadek pesymistyczny co poprzednio. Wéwczas zawsze wykona sie skok
do etykiety jedynka:. Jako operacje dominujaca przyjmijmy instrukcje ADD =1
z kolejnej linii. Zauwazmy, ze nie mozemy jako operacje dominujaca przyjac zad-
nej z poprzednich, wystepujacych przed skokiem, instrukcji, gdyz dzialaja one
na malych liczbach. Dopiero w fragmencie programu inkrementujacym licznik
jedynek pracujemy na duzych liczbach, rosnacych wraz ze wzrostem rozmiaru
zadania. Mozna wiec jako operacje dominujaca przyjaé¢ dowolna z nastepujacych
po sobie LOAD 1, ADD =1, STORE 1.

Czas potrzebny na wykonanie wybranej operacji w n — 1 obiegach petli

Wynosi:
n—1

> (Ue(0) + (1)) (2)
i=1
W i-tym obiegu petli w sumatorze mamy warto$é¢ ¢ — 1, a wiec otrzymujemy:

n—1 n—1
D U0) + (1) = > (Ui = 1) +1(1)) (3)
i=1 i=1
Nie mozemy, w przeciwienstwie do poprzedniego zadania, zastapi¢ sumy
mnozeniem, gdyz wyrazenie pod suma zmienia sie w kazdym kroku sumy (sklad-
nik zalezy od i). Mozemy jednak, korzystajac z faktu, ze funkcja logarytmiczna
jest monotonicznie rosnaca, a wiec najwieksza warto$¢ ma dla najwiekszego ar-
gumentu, ograniczy¢ wyrazenie pod suma z gory, przyjmujac w kazdym kroku
t=n—1.

S (U 1)+ 1) € 3 (U~ 1 1) +1(1) (@)

Wynikows sume mozemy zastapi¢ mnozeniem.

n—1

Y (Un=1-1)+1(1) = (n—1) (I(n —2) +1(1)) (5)

i=1



Finalnie otrzymujemy ztozonosé czasowa w kryterium logarytmicznym réw-
na O(nlgn). Wynikowa tabela zlozonosci:

Zlozono$¢ pamieciowa | Zlozono$é czasowa
Kryterium réwnomierne o) O(n)
Kryterium logarytmiczne O(lgn) O(nlgn)
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